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Vorwort. 



Die Bedeutung der quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten be- 
ruht nicht so sehr auf den theoretischen Ableitungen, zu denen sie Veranlassung 
geben, als auf ihrer vielseitigen Anwendung in der Praxis, bei der Auflösung 
von Aufgaben. Aus diesem Grunde werden sie in der Lehrordnung für die 
Höheren Schulen Preussens beim Pensum der Sekunda besonders angeführt; es 
bedarf daher auch keiner Rechtfertigung, dass ihnen in dem vorliegenden Buche 
eine eigene Darstellung gewidmet ist. 

Der Verfasser hat es versucht, wie schon andere, z. B. Schubert vor 
ihm, den umfangreichen Stoff nach sachlichen Gesichtspunkten in Gruppen zu 
ordnen. Diese letzteren sind für die Anwendung nicht alle von gleicher Wichtig- 
keit, vielmehr kommen Aufgaben aus den Gruppen c), d) und e) öfter vor als 
andere. Anfangern ist daher zu empfehlen, diesem Teile der Darstellung eine 
besondere Aufmerksamkeit zu widmen. 

Bei der Auswahl der Aufgaben sind die gangbaren Sammlungen von 
Bardey, Heis, Hofmann, Lieber und Köhler, Martus, van Hengel u.a. 
zu Rate gezogen. Der Raumersparnis wegen musste man sich auf möglichst 
charakteristische Beispiele beschränken. 

Auf die Korrektur ist viel Sorgfalt verwandt. Dennoch sind einzelne Ver- 
sehen unbemerkt geblieben. So fehlt auf Seite 23 in der Formel Vd eine halbe 

Klammer und auf Seite 89, Zeile 12 von unten vor Vl297 der Faktor 10. 
Für die Angabe weiterer Berichtigungen würde der Verfasser dankbar sein. 

Flensburg, im Oktober 1895. 

Conrad Metger. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw, wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen ttbe*das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II» Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Sehritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schui-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessene 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Beruft 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen ud 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen gebei 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Au J 

gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nanu 

verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasse 

Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigui 

"liehst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagshandluiig- 



Die Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und 

mehreren unbekannten. 



I. Teil. 



Auflosung der quadratischen Gleichungen mit 
zwei und mehreren Unbekannten. 

Anmerkung 1. Im folgenden wird die Bekanntschaft mit den Gleichungen ersten Grades 
mit einer und mehreren Unbekannten, sowie die der Gleichungen des zweiten 
Grades mit einer Unbekannten vorausgesetzt. 

Anmerkung 2. Es wird Bezug genommen auf folgende Lehrbücher: 

Kleyer, Lehrbuch der Gleichungen des ersten Grades mit einer Unbekannten. 
Prange, Lehrbuch der Gleichungen des ersten Grades mit mehreren Unbekannten. 
Blind, Lehrbuch der quadratischen Gleichungen mit einer Unbekannten. 
Metger, Lehrbuch der Gleichungen dritten und vierten Grades. 
Kleyer, Lehrbuch der arithmetischen und geometrischen Progressionen. 
Kleyer, Lehrbuch der Körperberechnungen. 

Die logarithmischen Rechnungen sind mit Kleyers fünfstelligen korrekten 
Logarithmentafeln und dessen Lehrbuch der Logarithmen ausgeführt. 

A. Allgemeine Sätze Über die quadratischen Gleichungen mit 

zwei und mehreren Unbekannten. 

Frage 1. Was versteht man unter einer 
quadratischen Gleichung mit mehreren Un- Antwort Enthält e ine Gleichung meh- 
bekannten*' ^ Unbekannte, die alle oder teilweise im 

Quadrat vorkommen oder durch Multipli- 
kation mit einander verbunden sind, so spricht 
man von einer quadratischen Gleichung mit 
mehreren Unbekannten. Solche Gleichungen 
sind z. B.: 

ax 2 -f- by = c, ax 2 -\-bxy-{- cy 2 = d, 
y 2 = xz u 8. W. 



Frage 2. Wann ist eine quadratische 
Gleichung mit mehreren Unbekannten auf- Antwort. Wie bei den Gleichungen über- 
gelöst? haupt, so handelt es sich auch bei den qua- 
dratischen Gleichungen mit mehreren Unbe- 

Erkl. 1. Wurzeln einer Gleichung sind kannten darum, die Wurzeln zu bezeichnen, 
diejenigen Werte der Unbekannten , die der Sind diese sämtlich gefunden, so ist die Glei- 
Gleichung Genüge leisten, d. h. diese zu einer chung vollständig gelöst, 
identischen machen. ^^^^^^^ 

Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 1 



Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Frage 3. Welche Werte von x und y 
gentigen einer Gleichung, die diese beiden 
Unbekannten enthält? 



ErkL 2. Gleichungen von der Art der 
nebenstehenden nennt man unbestimmte oder 
diophantische. Ihre Lösung bildet ein beson- 
deres Kapitel der Algebra. Vergleiche hierzu 
Prange, Lehrbuch der Gleichungen des ersten 
Grades mit zwei Unbekannten und zwar die 
Antworten auf die Fragen 2 und 3, sowie die. 
Erklärungen 2 bis 6. 



Antwort, Hat man zur Bestimmung 
zweier Unbekannten nur eine Gleichung, so 
kann man für jeden Wert der einen Unbe- 
kannten den entsprechenden Wert der andern 
berechnen. Heisst z. B. die Gleichung: 
y* = 10 — x 2 , so ist: 

für x = y = ± \/lÖ, 

für * = + 1 y = ±3 

fttr» = + VW y = ± 2 \/2 

für x = i 3 y = ^ 1 u. s. w. 

Man hat also unzählige Lösungen. Je 
zwei zusammengehörige Werte von x und y 
nennt man ein Weitepaar. 



Frage 4. In welchem Falle gewinnt man 
für die Unbekannten eine beschränkte Zahl 
von Lösungen? 

ErkL 3. Zu der Antwort auf diese Frage 
vergl. man Prange, Lehrbuch der Gleichungen 
des ersten Grades mit zwei Unbekannten: Ant- 
wort auf Frage 6 und Erkl. 10. 



Antwort. Sollen für x und y bestimmte 
Werte berechnet werden, so muss zu der 
einen gegebenen Gleichung noch eine zweite 
kommen. Bei drei Unbekannten wird man 
drei Gleichungen haben müssen u. s. w. All- 
gemein gilt die Regel: Die Zahl der Glei- 
chungen muss mit der der Unbekannten tiber- 
einstimmen. 



Frage 5. Wie heisst die Normalform 
der quadratischen Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten? 



Antwort. Man pflegt die Glieder einer 
Gleichung des zweiten Grades mit zwei Un- 
bekannten so zu ordnen, dass die quadratischen 
Glieder voranstehen; denen folgen dann die 
ersten Potenzen und zuletzt das konstante 
Glied. Darnach lautet die Normalform der 
quadratischen Gleichungen mit zwei Unbe- 
kannten : 

ax 2 -f- bxy -f- cy* -f- dx -f- ey -f- f = 



Frage 6. Wie wird eine beliebige Glei- 
chung zweiten Grades mit zwei Unbekannten 
auf die Normalform gebracht? 



Antwort. Die allgemeinen Regeln über 
die Transformation der Gleichungen gelten 
auch hier. Es handelt sich besonders um 
Wegschaffung der Brüche, Lösung von Klam- 
mern und Versetzung der Glieder. Die da- 
für gültigen Methoden und Regeln sind aus- 
führlich entwickelt in Kleyers Lehrbuch 
der Gleichungen des ersten Grades mit einer 
Unbekannten: Antwort auf Frage 18; ferner 
in Pranges Lehrbuch der Gleichungen des 
ersten Grades mit zwei Unbekannten: Ant- 
wort auf Frage 7. 



Frage 7. Welche besonderen Formen 
kann die quadratische Gleichung mit zwei Antwort. Jeder der Koeffizienten ~a bis 
Unbekannten annehmen? f der Normalgleichung oder auch mehrere 



Allgemeine Sätze über die quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



ErkL 4. Von den Koeffizienten dürfen nicht 
gleichzeitig wegfallen 1J a, b und c, denn dann 
entsteht in dx -f- ey -\- f = eine Gleichung 
ersten Grades 2) a, b, d oder b, c, e, denn dann 
bekommt man in: 

cy 2 + «y + f = ° oder a * 2 + ^ + f = 
quadratische Gleichungen mit einer Unbe- 
kannten. 



von ihnen können = sein, ohne dass die 
Gleichung ihren Charakter als einer qua- 
dratisclien Gleichung mit zwei Unbekannten 
verliert. Solche Gleichungen sind z.B.: 

aa* + by* + f=zO 
ax* + bxy + cy* + f = 

bxy-\-f = u. s. w. 



Aufgabe 1. Die Gleichung: 
3a? + y __ 9 
x -\- y + 25 ~~ 



a: + 2y 

soll auf die Normalform gebracht werden. 



Auflösung. Multipliziert man über kreuz 
und ordnet man dann die Glieder, so be- 
kommt man: 

3a: 2 -+- Ixy + 2y 2 — 2x — 2y — 50 = 



Aufgabe 2. Desgleichen die Gleichung: 

(x _|_ y «|_ a )2 _|_ (# _ y _|_ a )2 = i Auflösung. Quadriert man die Klammer- 

grössen, so ergibt sich die Gleichung: 

2a: 2 -f-2y* + 4aa:-f-2a 2 — b = 



Aufgabe 3. Desgleichen die Gleichung: 
(ßx + 2y) (3a: — 2y) — 2a? (3y — 5) — 91 = Auflösung. Man bekommt: 

9a.2_6ary — 4y2 + 10a? — 91 = 



Aufgabe 4. Desgleichen: 
5 8 



x + l y — 1 



= — 1 



Aufgabe 5. Desgleichen: 

^(* + y 2 + 6)-y(*y-* 2 ) = 18 



Aufgabe 6. Desgleichen : 

to + 7y _ 51 +2* 

4.x y 10 



Aufgabe 7. Desgleichen: 
(*+y)(a ? — y) 



<y + l)<* + « 



= a 



Aufgabe 8. Desgleichen: 

y— 1 ^ a? — 1 ""2 



Auflösung. 

ajy — 9a? + 6y — 14 = 



Auflösung. 
5a?* — 5a:y-|-3y 2 4-3a?— 792 = 



Auflösung. 

4a* — 4Q X y -|- H2a: + 35y = 



Auflösung. 
x 2 — axy — y 2 — ax — ay — o = 



Auflösung. 

2a# — 1 la?y + 2y 2 + 11 x + lly — 15 = 



Frage 8. Welche Gleichungen werden 
Ausser den bis jetzt angegebenen zu den 

quadratischen Gleichungen mit zwei Unbe- Antwort. Es gibt zahlreiche Gleichungen, 
kannten gerechnet? in denen die Unbekannten in einer höheren 

Potenz als der zweiten vorkommen, die sich 
aber auf den zweiten Grad zurückführen 



Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Erkl. 5. Dass solche Fälle auch bei den 
quadratischen Gleichungen mit einer Unbekann- 
ten nicht selten sind, kann man ersehen aus 
Blind, Lehrbuch d. quadratischen. Gleichungen 
mit einer Unbekannten: I.Teil, Abschnitt F, 
II. Teil, Abschnitt G (Seite 42 und Seite 260). 



lassen. Diese werden dann ebenfalls zu den 

quadratischen Gleichungen gerechnet. So 

kann man aus den Gleichungen x* — y A = a 

und x 2 -f- y 2 = b durch Division eine dritte 

Gleichung bilden: 

a 

so dass man nun zwei Gleichungen zweiten 
Grades hat 



B. Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade 

mit zwei Unbekannten. 

I. Ueber das Auflösen der Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten 

im allgemeinen. 



Frage 9. Welches Ziel verfolgen die 
Methoden, mit Hülfe deren man die Glei- 
chungen zweiten Grades mit zwei Unbe- 
kannten löst. 



Antwort Es handelt sich bei der Auf- 
losung der quadratischen Gleichungen mit 
zwei Unbekannten um eine doppelte Auf- 
gabe. Man muss die Gleichungen so um- 
gestalten, dass: 

1) nur eine Gleichung mit einer Unbe- 
kannten übrig bleibt, 

2) dass diese höchstens vom zweiten 
Grade ist. 



Frage 10. Welche allgemeine Methode 
kann man anwenden, um aus einer qua- 
dratischen Gleichung mit zwei Unbekannten 
die eine Unbekannte wegzuschaffen? 



Erkl. 6. Man vergleiche hierzu Prange, 
Lehrbuch der Gleichungen des ersten Grades mit 
zwei Unbekannten: Antwort auf Frage 10, 
Seite 8. 



Antwort. Sind die Gleichungen vom 
zweiten Grade in irgend einer Form, z. B. 
in der Normalform gegeben, so kann man 
stets aus der einen Gleichung die eine Un- 
bekannte bestimmen und sie in die zweite 
einsetzen. Bei den Gleichungen ersten Gra- 
des mit mehreren Unbekannten ist diese Me- 
thode unter dem Namen der Substitutions- 
methode bekannt 



Frage 11. Wird bei der Substitutions- 
methode auch die zweite der in der Ant- 
wort auf Frage 9 gestellten Bedingungen 
erf ffllt ? 



Antwort. Wenn man aus der einen der 
quadratischen Gleichungen eine Unbekannte 
berechnet und sie in die zweite einsetzt, so 
wird diese im allgemeinen den vierten Grad 
erhalten. Diese Lösungsmethode wird also 
nicht der oben gestellten Bedingung ent- 
sprechen. 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten« 5 

Frage 18. Wie berechnet man aus der 
Gleichung: 

* + *., + f + i»+., + f = Q ^ Die Gleichung: 

den Wert von x r 

x 2 -f- b xy -f- cy 2 + dx + ey -f- f = 

ist in Bezug auf x eine gemischt quadratische 
Erkl. 7. Die Bestimmung der Unbekannten von ^ er form : 
in der gemischt quadratischen Gleichung wird _ . f . \ , v 9 - 

gelehrt in Bunds Lehrbuch der quadratischen x% + (** + d > x = ~ c * —<>* — * 

Gleichungen: Antwort auf Frage 24, Seite 13 Man findet daraus: 

und 14. i i ___ : ! 

x = — y(6jf + <0±|\/(6 2 -- 4 t c)y 2 + 2(bd-2e)y + d 2 — 4f 

oder wenn man: 

52 — 4c = «, &d — 2e = ß, d 2 — 4>f=y 

setzt: 

« = -1(^ + ^+1^ + %^ 



Frage 13. Warum erhält man eine Glei- 
chung vierten Grades, wenn man den in der 
Antwort auf Frage 12 gefundenen Wert von 
x in die Gleichung: 

x 2 + b 1 xy + c 1 y 2 + d 1 x + e % y + f t = 
einsetzt? 



Erkl. 8* Ueber die Behandlung der Glei- 
chungen mit Wurzelgrössen vergleiche man 
Kleyer, Lehrbuch der Gleichungen ersten 
Grades mit einer Unbekannten, Seite 100 ff., 
Blind, Lehrbuch der Gleichungen zweiten Gra- 
des mit einer Unbekannten, Seite 214 ff. 



Antwort. In der Gleichung: 

x 2 + b l xy-\-c 1 y 2 -\-d 1 x-{-e 1 y + f 1 == 

erscheint x einmal im Quadrat und zweimal 
in der ersten Potenz. Substituiert man: 

so fällt zwar beim Quadrieren die Wurzel 
im quadratischen Gliede weg, sie erscheint 
aber wieder in dem doppelten Produkt. Sie 
tritt ferner auf in den Gliedern b x xy und 
d x x. Man wird also nach der Substitution 
die Gleichung ordnen und noch einmal qua- 
drieren müssen. Alsdann erhält man aber 
Glieder mit y K und y 8 . Die entstehende 
Gleichung ist also vom 4. Grade. 



Aufgabe 9. Aus den Gleichungen: 
ax 2 + bxy + y 2 = e 
z 2 -y = f 
durch Substitution wegzuschaffen. 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
bekommt man y = x 2 — f. Substituiert man 
diesen Wert in die erste Gleichung, so er- 
gibt sich: 

ax 2 -\-bx(x 2 — f) + x* — 2fx 2 + f* = e 

oder wenn man die Glieder nach Potenzen 
von x ordnet: 

x* + bx* + (a — 2f)x* — bfx + f 2 — e = 

Ist z. B.: 

a = 2, & = 3, e = 15, f = 3 

so lautet die Gleichung: 

iH + 3«8 — 4a?* — 9a? — 6 = 

die erste Wurzel dieser Gleichung vierten 
Grades ist x x = 2, woraus sich dann y x = 1 
ergibt. 



6 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 

Aufgabe 10. Aus den Gleichungen: 

a?2 -f ax + fn = b Auflösung. Aus der zweiten Gleichung: 

cxy = d # 

y wegzuschaffen. ergibt sich y = —. Substituiert man diesen 

Wert in die erste Gleichung, so findet man 
für x eine Gleichung dritten Grades. Es 
wird der Reihe nach: 

x 2 -\-ax-\ = b 

ex 

Erkl. 9. Die Auflösung der Gleichungen cx* + acx* + d = bcx 

dritten und vierten Grades ist ausführlich ent- 

wickelt in Metgers Lehrbuch der Gleichungen x*-\-ax 2 bx= — - 

dritten und vierten Grades, Stuttgart, Julius c 

Maier 1893. Ist z. B.: 

a = 4, b = 25, • c = 2, d = 24 

so lautet die kubische Gleichung, die man 
durch Einsetzung dieser Werte erhält: 
a?3 + 4a?2 — 25a? + 12 = 

man bekommt daraus als erste Wurzel x x =■ 3, 
demnach ist y x = 4. 

Anmerkung 3. Da die Auflösung der Gleichungen dritten und vierten Grades hier nicht 
als bekannt vorausgesetzt wird, so kann auch die in den Fragen 10 bis 13 an- 
gegebene Methode nicht weiter verwertet werden. Die Darstellung muss sich viel- 
mehr auf solche Gleichungen beschränken, die auf eine quadratische zurückzuführen 
sind. Obgleich es daher eine allgemeine Methode zur Lösung der Gleichungen 
zweiten Grades mit zwei Unbekannten nicht gibt, so lassen sich die in Betracht 
kommenden Fälle doch in gewisse Gruppen teilen, über die nun zunächst eine 
Uebersicht gegeben werden soll. Es sind bei jeder Gruppe zur Probe ein paar ein- 
fache Beispiele angegeben, aus denen man die Methode kennen lernen kann. 



II, üeber die Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten, die auf 
eine quadratische Gleichung mit einer unbekannten zurückgeführt werden können. 

1. Uebersicht über die Gruppen, in die man die in Betracht kommenden 
Gleichungen einteilen kann, nebst den entsprechenden Lösungsmethoden. 

a) Ueber die Auflösung der rein quadratischen Gleichungen von dem Typus: 

ax*-\-by 2 = f 
a 1 x*+b lV * = f 1 

Aufgabe 11. Wie bestimmt man die 
Wurzeln der Gleichungen: Auflösung. Die Gleichungen: 

a i x -r iy m . • ■ in denen blos die Quadrate der Unbekannten 

vorkommen, kann man auf Gleichungen des 
ersten Grades mit zwei Unbekannten zurück- 

Erkl. 10. Die Lösungsmethoden sind ent- föhren - Es ««#* sich dies sofort, wenn 
wickelt in Prange s Lehrbuch der Gleichungen man *r x* und y 2 neue Unbekannte, etwa 
des ersten Grades mit zwei Unbekannten, S. 8 ff. £ und t einsetzt. Die entstehenden Glei- 
chungen: 

az-\~bt = f und a x z~\-b x t = f t 

können dann nach einer der bekannten Me- 
thoden gelöst werden (siehe Erkl. 10). 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. 



z = 



Man bekommt: 



Aufgabe 12. Aus den Gleichungen: 

2a?2 + 3y8= 14 
und 3x2-j-2y2 = n 

die Unbekannten zu bestimmen. 



Auflösung. Man bekommt: 

28 — 33 , , , , 

= 1 und x = + 1 



x* := 



y 2 = 



4 — 9 
42 — 22 



= 4 und y = + 2 



9 — 4 

Da jedem positiven und negativen Werte 
von x ein positiver und negativer Wert von 
y entspricht, so hat man die vier Wurzel- 
paare: 

^ = +1 # 2 == + 1 Ä? s = — 1 ar 4 = — 1 
yi = +2 y 2 = -2 y 8 = +2 y 4 = -2 



b) Ueber die Auflösung der Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten, 
wenn die eine Gleichung mit einer Unbekannten gegeben ist, 

oder sich entwickeln lässt. 

Aufgabe 13. Wie bestimmt man die 
Unbekannte aus den Gleichungen: Auflösung. Dadurch, dass man den Wert 

ax2 + bxy + cy*+dx+ey = f x — f x i n die erste Gleichung einsetzt, be- 

x = /*! kommt man für y die quadratische Glei- 

chung: 

•A a + */> + «*■ + «Vi + «* = f 
die sich nach bekannter Methode lösen lässt. 
Man erhält: 



»— a&^vc*^-* 



* + *fi-f 



Aufgabe 14. 

5^2^.7^2 = 83 
2a? -f 4 = 8 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
bekommt man x = 2; setzt man diesen Wert 
in die erste Gleichung ein, so ergibt sich 
aus 20 + 7y 2 = 83 zunächst y 2 = 9 und 
y = + 3. Die beiden Wurzelpaare sind 

daher: 

x x = 2 x 2 = 2 

*i=+3 y 2 = -3 



Aufgabe 15. 

2x* + Sxy-\-y* = 35 

a?* + a? = 6 Auflösung. Aus der zweiten gemischt 

Erkl. 11. Lösung der in der Aufgabe vor- quadratischen Gleichung ergibt sich: 
kommenden quadratischen Gleichungen : x t = 2 x 2 =. — 3 

1) . . . x*-\~x = 6 gibt: Setzt man diese Werte in die erste Glei- 

1 r \ i /25 chung ein, so bekommt man zunächst: 

* = — 2- + y 6 + j = — 2±Yj 8 + 6y + y2 = 35 oder y 2 + 6y = 27 

1.5 , A , rt und daraus für y die Werte: 



l 



8 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 

2) . . . y 2 + 6y = 27 gibt: Substituiert man dagegen x = — 3, so 

y — — 3 + ^27 + 9 = — 3 + 6 lautet die Gleichung für y : 

= +3 ull d —9 18 — 9y+y2 = 35 oder y* — 9y = 17 

3) . . . y 2 — 9 y = 17 gibt: nnd daraus: 

9 - Die Wertepaare sind daher: 

= "2 + 2^49 x t = 2 x x z=2 *,==— 3 

y 2 = 3 y, = -9 y 8 =-1.(9+1/1^) 
a? 4 = — 3 



y 4 = y(9- VT49) 



c) Auflösung der Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten, wenn eine 
Gleichung vom ersten Grade gegeben ist, oder sich entwickeln lässt. 

Aufgabe 16. Aus den Gleichungen: 
ax* + bxy + cy* + dx + ey + f = Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 

und <*i* + «iy + A = bestimmt man den Wert von 

die Unbekannten zu berechnen. _ -—^y — f x 

x - i, 

und setzt ihn in die gegebene Gleichung ein. 
Man bekommt dann: 

In dieser Gleichung kommt blos y vor. 
Entwickelt man sie, so findet man, dass y 
im Quadrat und in der ersten Potenz vor- 
kommt, dass sich y also nach der bekannten 
Methode berechnen lässt. 



Aufgabe 17. 

2a?2-|-3tfy + 2y2 = 29 Auflösung. Aus der zweiten Gleichung: 

3 a? + 4y = 13 erhält man : 

13 -4y 



x = 



3 

Substituiert man diesen Wert in die erste 
Gleichung, so ergibt sich für y die quadra- 
Erkl. 12. Substituiert man x = 1B ~ 4 JL tische Gleichung (siehe Erkl. 12): 
in die Gleichung: 3 14y* - 91 y = — 77 

2a?2 + 3*y + 2y* = 29 Demnach wird : 



so bekommt man der Reihe nach: _ 91 , -t/ 77 /91 V 

zia^y i8-4y ^ ' -g±V -CT +W 

\ 3 / 3 91 . , A — 4312 + 8281 



V d J ö 91 . ,/ — 4312 + 8281 

169-104 y + 16 y8+18y _ 4y2 + 2y2 = 29 =«-±V- 

*7 



28« 

63 



» 91 1 91 

338 - 208y + 32y2 4- 117y - 36y* = "28" ^ 28" ^ 3969 = "28 * 28 

+ 18y2 = 261 ^ . 

14y*-91y = -77 *" ' g _ M+68 _ 154 _ 11 

Vx ~ 28 ~" 28 ~~" 2 

__ 91 — 63 _ 28 _ 

y2 "" 28 ~~ 28 
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13 4« 

Aus x = 8 ergibt sich dann durch 



Substitution dieser Werte: 

3 



13 — 22 Q . 13-4 , Q 

x x = 5 = — 3 und x % = ^ = +3 



d) Auflösung der Gleichungen, in denen die Unbekannten in den Verbindungen 
x±y, x*±y», xy vorkommen, oder in denen sie auf diese einfachen Formen 

zurückgeführt werden können. 

Aufgabe 18. 

x + y = a Auflösung. Man quadriere die erste 

xy = b Gleichung: 

x* + 2xy + y* = a 2 

subtrahiere das vierfache Produkt der zweiten 

Gleichung: 

a?2 — 2a?y + y2 = a 2_ 45 

und ziehe die Quadratwurzel, dann bekommt 
man: 

x — y = + \/a 2 — 4tb 

Erkl. 18. Eine trigonometrische Auflösung und man ka uu nun aus dieser Gleichung 

dieser Gleichungen findet man in Metgers und aus 
Lehrbuch der Gleichungen dritten und vierten x-{-y = a 

Grades nebst der trigonometrischen Auflösung durch Addition und Subtraktion die Unbe- 

der Gleichungen zweiten Grades zu der Ant- kannten bestimmen. Man erhält: 
wort auf Frage 19, Seite 29. Wie man sieht, 
ist x x = y % und y 2 = x v Xjt = -1 ( a + y^ — 4&) 

Pi* = ^(*T i/o»-«) 

Eine weitere algebraische Auflösung dieser 
Gleichungen ergibt sich, wenn man nach An- 
leitung der Methode c) x oder y aus der 
ersten Gleichung bestimmt und den gefun- 
denen Wert in die zweite Gleichung einsetzt. 



Aufgabe 19. 

x — y = d 

_ , Auflösung. Man erhebe die erste Glei- 

x * ~~ chung aufs Quadrat und addiere 4xy = 4&. 

Dann bekommt man das vollständige Qua- 

ErM.14. Die Probe embt ;di« »Richtigkeit drat vona . + y; e8 ist nämlich: 

der gefundenen Werte. Subtrahiert man z. B.: . , ' , ol .. 

- x 2 -\-2xy-{-y 2 = a 2 -j-4& 

x x = i (a + Ya* + 46) und 

und * + r = ± V r a»-|-46 

y = J_ (__ a j_ |/ a 2_i_45) Daraus und aus *r — y = a findet man 

1 2 wieder durch Addition und Subtraktion: 

so bekommt man x t — y x = a; multipliziert 1 , 

man dagegen, so wird: #12 = ~k («i V « 2 + 4&) 

^.y 1= =l(a+V^r+46) und 

X/ , x yi 2 =^(-«±V^+46) 

* Dieselben Werte ergeben sich, wenn man 

__ _L/ a 2 1 2 _l 45) = 5 a? = a -|- y in die zweite Gleichung sub- 

4 v -r « -r ; statuiert. 
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Aufgabe 20. 



x * H~ y 2 = a 

xy = 6 



Erkl» 15. Eine trigonometrische Lösung 
dieser Gleichungen findet man in Metgers 
Lehrbuch der Gleichungen dritten und vierten 
Grades u. s. w. in der Antwort auf Frage 24, 
Seite 35. Eine zweite algebraische Lösung er- 
gibt sich , wenn man y = — in die erste Glei- 

x 

chung einsetzt; dann ist: 

x 2 H » = <* oder x* — ax* = — 62 

daraus ergibt sich: 



Auflösung. Indem man + 2xy = + 2b 
zu der ersten Gleichung addiert, bekommt man: 

x*4-2xy4-y* = a + 2b 
und 

a* — 2ary + y2 = a — 26 

Zieht man daraus die Wurzel, so hat 
man wieder die beiden Gleichungen: 

x — y = + \A* — 26 
deren halbe Summe und Differenz die ge- 
suchten Werte ergeben. Da jedes der po- 
sitiven und negativen Werte von x + y mit 
jedem der positiven und negativen Werte 
von x — y verbunden werden kann, so be- 
kommt man für x und y je vier Werte, die 
aber paarweise gleich sind. Es wird: 
1 



— J±Vt- 



62 



und 



x* = — 
1 2 



*«— ~2 



x 



= ± Vy(*± V« 2 - 462) 



3*8—2 



Dieser Wert ist derselbe wie der in neben- 
stehender Lösung gefundene, wie sich sofort 
ergibt, wenn man die letztere aufs Quadrat er- 
hebt. Es ist z. B.: 

rr 1 2 = ~[a + 26 + a — 26+ 

2\/(a + 26)(a— 26)] 

= -^-(2a + 2 }/<& — 462) 
= -£-(«+ Ya 2 — 462) 



2 

1 

a?^ = — 
4 2 



2 

J_ 

2 

1 

*= 2" 



y t = 
y a = 



^4 — g 



Vö+26 + \/a — 26) 
\/a+26)— \/a — 26) 
— V^ + 26 + Ya— 26) 

— \/a + 26 — Ya — 2b) 
]/a + 2b — Ya — 26) 
l/ä + 26 -f /a-26) 

— V« + 26 — V'a — 26) 

— /a-f 26 + ^« — 26) 



Demnach ist: 

*2 = yi» 



^8 = y*» ^4 = ya 



*i = y 8 » 

oder: 

«ia = y 8 i und # 84 = y 48 (s. Erkl. 16) 



Aufgabe 21. 



a? + y = 6 



Auflosung. Man quadriere die zweite 

Gleichung und subtrahiere die erste; dann 

ist 2#y = 6 2 — a; subtrahiert man diesen 

Wert von der ersten Gleichung, dann ist: 

*2 — 2xy + y*=. 2a— 62 
also: 



Erkl. 16. Der Fall, dass die für x und y 
gefundenen Werte paarweise übereinstimmen, 
wird immer dann eintreten, wenn die Glei- 
chungen in Bezug auf die Unbekannten sym- 
metrisch sind, d. h. wenn man, wie in den Auf- 
gaben 18, 20 und 21, die eine Unbekannte mit 
der andern vertauschen kann. 



* — y = ± \/2a — 6« 

Aus dieser Gleichung und aus dem gege- 
benen Werte x-\-t/ = b bekommt man dann 
wieder durch Addition und Subtraktion: 

*« = y (* + Vä^S) 

y« = y (* =F l/«5=P) 

Man findet auch hier x x = y % und x 2 = y x 
(siehe Erkl. 16). 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. H 



Anmerkung 4. Wir geben als Beispiele für diese Lösungsmethode zunächst nur die 
vier Aufgaben 18 bis 21, indem wir für das Weitere auf die spätere ausführliche 
Behandlung verweisen. Wie man sieht, handelt es sich hier darum, die beiden 
Gleichungen für x-\-y und x — y zu finden. 



e) Gleichungen, die durch eine Substitution auf eine einfachere Form gebracht 

werden können. 

Aufgabe 22. 



(2a? + y)2 + 4(2a? + y) = 165 
y 2 + 3a?y+3a? + y = ~ 86 



Erkl. 17. 



findet man: 

oder: 
daher: 



Aus der Gleichung: 
»2 + 4* = 165 

v = — 2 + 1/169 

t> = — 2 + 13 

t>, = —2 + 13 = +11 
t7 2 = —2 — 13 = — 15 



Erkl, 18. Aus: 

«2 + 5a? = 84 
ergibt sich: 



25 
4 



= -4 + ^361 ^ 



P-T* 



2 



also x x = + 7 und a?, = — 12 



Auflösung. In der ersten Gleichung 
kommt 2a? + y doppelt vor, man kann für 
diesen Ausdruck also eine neue Unbekannte 
substituieren; setzt man 2a?,+ y = v, so be- 
kommt man die quadratische Gleichung 
t? 2 + 4t> = 165 und daraus v 1 = 11, t? 2 = 
- 15. Die zweite der gegebenen Gleichungen 
lässt sich umgestalten in: 

y(3tf + y) + 3a? + y = —36 
oder in: 

(3* + y)(y + l) = -36 
Da sich nun aus v x = 2x-f-y = 11 ergibt, 
dass y = 11 — 2 a? ist, so erhält man, wenn 
man diesen Wert in die letztgenannte Glei- 
chung substituiert: 

(3a? + ll — 2a?)(ll — 2a? + l) = —36 
0der : (x + 11) (12 - 2x) = - 36 

0der : 12a? + 132 — 2*2 — 22* = — 36 

Hieraus gewinnt man die quadratische 
Gleichung: 

a?2 + 5* = 84 

und daraus für x die Werte: 

x x = 7, a?, = — 12 
demnach ist: 



y x = 11 — 2-7 = — 3 und y a = 11 + 24 = 35 
Erkl. 19. Macht man die Probe, indem man Sodann war: 



die gefundenen Werte in die Gleichung: 

(3a? + y)(y + l) = -36 
einsetzt, so bekommt man: 

3a? + y = 12 + 3 \/l39 — 23 + 2 \/l39 

= — 11 + \/l39 
und 



y+l = — 22 + 2 ^139 

daher: 

<3* + y)(y + l) = (-ll+ |/139) 

(-22 + 2 \/l39) 
= +242 + 22 1/139 

+ 22 yl39 — 278 
= —36 



v 2 = — 15 = 2a? + y, also y = — 15 — 2a? 

Substituiert man diesen Wert in die um- 
gestaltete zweite Gleichung, so bekommt man 
der Reihe nach: 

(3a? — 15 — 2a?) (- 14 - 2x) = — 36 
(a? — 15) (— 14 — 2a?) = —36 
— 14# + 210 — 2*2 + 30*= —36 
a?2 — 8a? = +123 
demnach: t 

*84 = 4±\/l39 

und y M = — 23 + 2 \/l39 

Wie die Probe auf die Richtigkeit der 
gefundenen Werte gemacht wird, ist in 
Erkl. 19 gezeigt. 



Aufgabe 23. 

a?* — 4y2-f a? — y = 12 
(a?2-4y2)(a?-y) = 27 



Auflösung. Setzt man: 

x 2 — 4y 2 = v und a? — y = w 
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* so bekommt man die Gleichungen: 

v-\-u> = 12 und V'W = 27 

die nach der in Aufgabe 18 angegebenen 
ErkL 20. Aus v + u> = 12 bekommt man Methode gelöst werden. Man bekommt: 

zunächst: Q , a 

v 2 + 2 vu> + u>* = 144 * = "t - 9 und •» - "i - 8 

ferner ist: Demnach ist: 

— 4tvw=i — 108 1) . . . a?2_4 y 2 = 9 und # — y = 3 

dah6r : ,2 - 2vw + uß = 36 daher * = 3 + y und 

also: 9 + 6y + y2-4y2 = 9 

* — w = + 6 oder 3y 2 = 6y , also y x = und y a = 2 

da nun v-\-to = 12, so ergibt sich durch Ad- und a^ = 3, x 2 = 5. Sodann ist: 

2) . . . «2 — 4y« = 3 und x — y = 9 



dition und Subtraktion: 



v x — 9, * 2 — 3 also a; = 9 + y und 



w x = 8, w 2 = 9 



81+18y + y*-4y2 = 3 
also 3y 2 — 18y = + 78 oder y 2 — 6y = 26, 
also: 

y M = 3 ± V"35 und * 84 = 12 ± /35 



f) Gleichungen, in denen man für — eine neue Unbekannte einsetzen kann. 

Frage 14. Welche Gleichungen gestatten 

die Substitution: Antwort. Es gibt drei Gruppen von 

ü = *? Gleichungen, in denen man entweder direkt 

y oder nach einer Umformung die Substitution 

y 

ausführen kann. 

1) Diejenigen, in denen die Unbekannten 

^^ H V 21 % In d . er f^^T^S Aus " ™r «* der Form - und i vorkommen, 
drücke, bei denen in jedem Gliede die Summe y - x > 

der Exponenten gleich ist, homogen (gleich- 2) Diejenigen, die in einer Gleichung nur 

artig), so sind in dem Ausdruck: quadratische Glieder enthalten, deren Summe 

a?8 + 3*2y — 6a?y* + y* _ ig tj be | denen also eine Gleichung die 

sämtliche Glieder von der dritten Potenz. Form ax 2 -\-bxy~j-cy* = hat. 

3) Diejenigen, in denen beide Gleichungen 
nur quadratische Glieder enthalten, also 
Gleichungen von der Form: 

aaß -f- üxy -f- cy* = f 
a 1 x^ + b 1 xy + c i y^ = f 1 



Frage 15. Welche Form nehmen die 

Gleichungen an, in denen nur — und — Antwort. Hat eine Gleichung die Ge- 

* y x gtalt: 

vorkommen? #2 x y 2 y 

X 

so kann man — = t setzen, dann ist: 

y 

X t 

und man bekommt: 

* + t + ±- + ±- = a 
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Setzt man ferner: 

so ist das Quadrat: 

** + 2 + -i- = *2 oder *s -}- JL = «s — 2 

Durch Substitution dieser Werte gewinnt 
man dann die Gleichung: 

z 2 — 2 -f- * = <* oder z 2 + * = « + 2 
Daraus kann man £ berechnen und aus: 



Erkl. 22. Nach der Formel: 

(a + b)* = a* + 2ab + b* 
bekommt man für: 



Ebenso wird: 



•+T- 



(f+*r= 






/2 



a? X 2 






ergibt sich dann £. Dann findet man x und y 
aus der gegebenen zweiten Gleichung, da 

SB 

— = t oder x = ty ist Setzt man in der 
y * 

ursprünglichen Gleichung direkt: 

— + -£- = *, so ist i£ + ü!. = *» — 2 
y ' a? y 2 l x 

also durch Substitution in die erste Gleichung 
bekommt man: 

z 2 — 2 + s = a oder * 2 + * = a + 2 
wie oben. 



Frage 16. Wie kann man in der Glei- 
chung: 

ax 2 -f- bxy + cy 2 = 
die Unbekannten auf die Form: 



bringen? 



— und -^- 
y x 



Antwort. Dividiert man 'die Gleichung: 
ax 2 -f- bxy -f- cy 2 = 
durch xy, so bekommt man: 



ax . , , cy 



y 

Setzt man nun: 



+ * + 







o? 



= ar 



so lautet die Gleichung: 

az-\-b-\ = oder az 2 + bz -\- e = 

z 

Hieraus berechnet man e und dann mit Hülfe 
der zweiten gegebenen Gleichung x und y. 
Setzt man sofort x = zy, so gewinnt die 
Gleichung die Form: 

az 2 y 2 + bzy 2 + ey 2 = 

Durch Division mit y 2 bekommt man also 

ebenfalls: 

az 2 -\-b» -\-c = 



Frage 17. Wie muss man die Gleichungen 

ax 2 -f- bxy + ty 2 — f 

v ä i,««j ä i« L X tt v u ii ~~ * j. ™ Antwort. Dividiert man die beiden ge- 

behandeln, um die Unbekannten auf die Form: benen Gle}chungen dnrc heinander und dran 

J?_ jede von ihnen durch xy, so wird: 



— und 



zu bringen? 



o? 



rt 2 a? , 

= — und 

xy y 



/2 



y = y 

xy x 
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und die entstehende Gleichung lautet: 



Erkl. 28* Setzt man in den Gleichungen 
direkt x = zy, so lauten sie: 

az*y*-\-bzy*-\-cy2 = f 
und 

«i * 2 y 2 + \*y 2 + «i y 2 = U . 

Dividiert man nun die beiden Gleichungen 
durcheinander, so hebt sich iß und man be- 
kommt dieselbe Gleichung wie in der neben- 
stehenden Lösung. 



y a? 

y x 

x 






setzt man nun — wieder = ?, so bekommt 

y 
man: * 



az~\-b-\ 



«i* + *i + 






Aufgabe 24. 

** I y 2 . x i v 

y« "*"*•"*" y "l" * 

a?4-y = 6 



4 



Erkl. 24. Aus: 
ergibt sich: 



also: 



z x = 2 — und *, = — 



- T ±3 



4 



oder wenn man auf gleiche Benennung bringt: 
az 2 -{-bz + c f 



a? 



Hat man aus dieser Gleichung s = — 

berechnet, so findet man a? und y wieder mit 
Hülfe der ersten oder zweiten gegebenen 
Gleichung. 



x 



Auflösung. Setzt man — = /, so lautet 



y 



die erste Gleichung: 

Nennt man nun t-\-— - = z, so wird: 

und durch Einsetzung dieser Werte be< 
kommt man: 

g2 — 2+*=6~ 



oder: 



Z 2-L. z = S- r 
4 



Daraus ergibt sich (siehe Erkl. 24) : 

«, =2y und * 9 = — 3y 

Zur Berechnung von t hat man daher 1) die 
Gleichung: 

t + —- = 2 -=-, also t x = 2 und * a = — - 

sc 

Da nun t = — , so ist zunächst a? = 2y 

und da nach der zweiten gegebenen Glei- 
chung x-\-y = 6 ist, so findet man 3y = 6 
oder y x = 2 und rpj = 4. . Ferner folgt aus 

■t = -g-, ' dass a; = -g-y oder y = 2a?; dem- 
nach findet man durch Substitution dieses 
Wertes in die Gleichung x-\-y = 6: 

a? 2 = 2 und y % = 4 



& * 
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takj 



vi 



Der zweite Wert von z war = — 3 -g-' 
daraus ergibt sich: 



t + — - = — 3 -5-, also (siehe Erkl 



.25) ^ 4 = -j-(- 7 ±V r 88) 



x 



Aus * 34 = — ^ folgt dann, dass: 



und wenn man diesen Wert in x-\-y = 6 
Erkl. 25. Aus* + - = -34 findet man einsetzt, so bekommt man der Reihe nach: 

t 2 i 



t* + S-L t = -l 



und daraus: 
t 



— 4 ± V 1+ 16~ 4 ± V 16 



= -t±tt /s 



-^(-7+\/33)y 84 + y 84 = 6 



2/34 



— 3 + V33 _ 



6 



V%K 



6 



— 3 + \/33 



LSte 



Erkl. 26. Um den Ausdruck: 

6 

— 3 ± l/33 

4 

zu vereinfachen, multipliziert man zunächst im 
Zähler und Nenner mit 4. Dadurch bekommt 
man: 

24 

— 8± |/33 

um nun den Nenner rational zu machen, multi- 
pliziert man mit 3+ l/33; dann ist: 

24 24(3+1/53) 

— 3 + Y&i ~~ 



(— 3 + l/33) (3 + \/33) 
24 (3 + l/33 



— -9 + 33 

_ 24 (3 + l/33) _ 
"" 24 
wie im Text angegeben. 



= 3+ y"33 



Durch die in Erkl. 26 vorgenommene Um- 
gestaltung dieses Ausdrucks findet man zu- 
letzt: 

y 8 * = 3± V"33 
demnach ist: 

*84 =x0~ 7± V33)y S4 

= ~(-7+v/33)(3±/33) 

= * (_21 + 3 1/33 + 7/33 + 33) 

= -L (12 + 4 1/33) = 3+ \/33 

Zweite Lösung. Man kann in der ur- 
sprünglichen Gleichung auch sofort: 

x , y 

y * 
setzen, dann ist (siehe Erkl. 22): 

a? 2 . v 2 « 

^r + -^s- = » 2 — 2 
y 2 ■ a? 2 

und die Gleichung heisst: 

•■ + * = 8-|- 

daraus ergibt sich, wie in Erkl. 24 nach- 
gewiesen: 

«, = 2 y und v % = — 3 y 
Demnach ist: 



a? 



y 



■=- + -?: = *-£-«* =-8-5. 



# 



o? 



2 



x 



man kann nun — = z setzen und damit in 
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die erste Auflösung überleiten, oder man 
kann ftlgendermassen vorgehen: Aus 



ergibt sich: 



y ^ x -* 2 



x* + y* = 2 -jxy 



Erkl. 27« Aus x -f- y = 6 ergibt sich zu- 
nächst: 

x* + 2xy + y*~ 36 

subtrahiert man davon 4a?y = 32 und zieht 
dann die Wurzel, so erhält man x — y = + 2, 
dies in Verbindung mit x -\- y = 6 gibt Sann 
für x und y die Werte 4 und 2. Subtrahiert 
man dagegen von: 

a?2 + 2a?y + y2 = 36 

den Wert Axy = — 96, so ergibt sich: 

a?2 — 2xy + y* = 132 
und 

Addiert und subtrahiert man x + # = 6, so 
wird: 

*84 = 3 ± \/33 und y 84 = 3 =f= Y&i 



Setzt man nun # -J- y = w und xy = «, 
so ist: 

#*-f-y2 = «,2 — 211, daher tv* — 2u = 2-^-t* 

und da w zufolge der zweiten gegebenen 
Gleichung = 6 ist, so hat man: 

36 — 2 w = 2-fi-u oder u = 8 

aus x + y = 6 und #y = 8 findet man aber 
nach der in Aufgabe 18 gezeigten Methode 
x x = y 2 = 2 und x% = y t = 4. Nimmt 
man den zweiten Wert von: 

.— i 

so ergibt sich: 

x* + y« = — 3 -£■ xy od. ufi — 2u = — 3~ u 

oder 36 = — 1 -^ u oder u = xy = — 24 

Jetzt hat man zur Bestimmung von x 
und y die Gleichungen: 

x + y = 6 und *y = — 24 
und daraus findet man (siehe Erkl. 27): 
a? M = 3 + \/33 und y u = 3 + yl*3 



Aufgabe 25. 

3a?2-J-4a:y — 15y2 = o 

3* + 5y = 8 

Erkl. 28. Setzt man direkt in der ersten 
Gleichung x = zy, so bekommt man : 
3*2 y* + 4*y2 _ I5 y 2 = o 

oder wenn man durch y 2 dividiert: 

3*8 + 4*= 15 

diese Gleichung stimmt also mit der neben- 
stehenden genau überein. 



Probe. Substituiert man die für x und y 
gefundenen Werte in die erste Gleichung, so 
bekommt man im ersten Falle: 



Auflösung. Dividiert man die erste 
Gleichung durch xy, so bekommt man: 

3a? . . -- y _ 



y 



-L 4 _ 15 iL = 

1 X 

X 



setzt man nun — = z* so kann man die» 

y ' 
aus der Gleichung; 

3* + 4 — — = 

* 

bestimmen. Man bekommt der Reihe nacht 
3*24-4* = 15 

*2 + i-* = 5 



3.i6. + 4 .i-.i~15.ü = 
9^53 25 



16 64 
3 + 15 



48 
5 



__ 80 + 64 — 144 _ 

— 15 

und im zweiten Falle: 

3.36 — 4.2.6 — 15.4 = 108 — 48 — 60 = 



3 x 3 
also «, = -«- nnd z t = — 3. 



•t 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
verzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung von 
Dr. Ad. Eleyer" kann von jeder Buchhandlung , sowie von der 
Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt aut mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schalen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebach für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



^jährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druek you Carl Hammer in Stattgart. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, niath. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken-* nnd Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi-. 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II« Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien , Schullehrer- Seminaren , Polytechniken, Techniken, Baugewerksehulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Vorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forst wissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Vorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mil**"-~ 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesse 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ber 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen ge 

Alle Büchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische 1 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Na~ 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfa* 
Dr. fileyer, Frankfurt a. M., Fischer feldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledier 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlägshanfl 1 ™ 1 *' 
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5 5 

Aus z x = y folgt, dass x = yy ist. Sub- 
stituiert man diesen Wert in die zweite 
Gleichung, so bekommt man 5y + 5y = 8 
oder: 

4 . 5 4 

Aus z % = — 3 ergibt sich, dass x == — 3y 
ist; demnach erhält man durch Substitution 
in diesem Falle: 

— 9y + 5y = 8 oder — 4y = 8 
oder y % = — 2 und x % = 6. 



Aufgabe 26. 

6*2-7^ + 5^ = 32 Auflösung. Dividiert man beide Glei- 

5#* + 9a?y + 4y8 — H5 drangen durcheinander und dividiert man 

dann im Zähler und Nenner durch xy , so 

erhält man: 

// x 32 

Erkl. 29. Setzt man wieder direkt « = *•#, — — = -fr*- 

so ergibt sich: 5 JL + 9 _|_ 4 iL LXO 



6*2^2 — 7, y 2 + 5^2 = 32 



y * 



und Setzt man nun — = z und multipliziert 

5*«y« + 9*y2 + 4y* = 115 V 

Dividiert man nun die beiden Gleichungen, «!**■*!* überkreu *> 80 er ^ bt sich för * 
so hebt sich iß und man bekommt: ^ Gleichung: 

6*2-7* + 5 _ 32 6 90* — 805+ — = 160* + 288 + — 

'5*2 + 9* + 4 - 115 oder . * * 

Die Multiplikation überkreuz liefert dann ' 2 fln«„_j_K7K — iftA.2_LOßft*j_ioö 

dieselbe Gleichung, wie sie sich auch nach der 690 * - 805 * + 575 = 100«» + 288* + 128 
andern Methode ergab: Ordnet man die Glieder, so lässt sich z be- 

690*2 — 805* + 575 = 160*2 + 288* + 128 rechnen aus der Gleichung: 

530*2 — 1093* = — 447 
Man bekommt: 



447 

530 


+ 


10932 
10602 


247009 


1093 



— 1093 4. l/_ ÜL _l 10932 _ 1093 - /— 947640 + 1194649 
*" "~ 1060 — V 530 + 10602 "" 1060 ^ V 10602 



__ 1093 + f 247009 _ 1093 497 
"" 1060 ± V " ß ™ ~ "^ — 



10602 1060 -*- 1060 

Demnach: 

1590 3 . 596 149 
*, = = — und *» = 

*i — man o * 



1060 2 ' 1060 265 

Substituiert man den ersten Wert von: 

3 x 

in die erste gegebene Gleichung, so ergibt 
sich der Reihe nach: 

6 .-|-y2_7.|-y2 + 5y2 == 32 
97 21 

■y-*«—^- *■ + »*• = « 



8^* = 32 
Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 
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Demnach ist: 



Erkl. 80. Multipikiert man die Gleichung: 
1492 149 

2652 y 265 J * * 

mit 265 2 — 70225, und entwickelt man zu- 



*u = yyi2 = ± 3 



Ferner ergibt sich aus: 
- 149 



Z * ~~ 265 



A 1X7 W- 149 

der Wert x = -^ y 



gleich die Produkte, so bekommt man der Durch ^^ gubstitution be kommt man 
Reihe nach: d 

6.22201.y2 — 7- 39485 y«+ 5-70225^ 



= 32.70225 



6- 



1492 



*f~ 



149 



y 2 + 5y2 = 32 



265« J 265 

133206 y2 — 276395 y2 + 351125 tß = 2247200 ^ er . 

207936y2 = 2247200 2 — 70225 _ 265 /5 - 

2247200 70225-32 70225 v ~ 6498 y * 4 ~" ±"^" V2 

y2 — 



114 



207936 



6498-32 



6498 demnach: 

#84 = + 



149 265 i/ - = ± ^_^ 



— 265 114 



114 



g) Gleichungen, die sich auf die Form der reciproken Gleichungen zurück- 
führen lassen. 

Anmerkung 5. An die unter f) behandelten Gleichungen schliessen sich diejenigen an, 
bei denen man durch eine einfache algebraische Operation eine sogenannte reciproke 
Gleichung erzielt. Auf die Auflösung der letzteren gehen wir nicht näher ein, in- 
dem wir auf die betreffenden Abschnitte in den andern Lehrbüchern verweisen, 
z. B. auf Blinds Lehrbuch der Gleichungen des zweiten Grades mit einer Un- 
bekannten, Seite 45. Wir begnügen uns hier mit einem Beispiele. 



Aufgabe 27. 

xy + xy 9 = 8 

x + #y 2 + xy* = 12 



Erkl. 31. Aus : 

2*2 — Sz = 2 
ergibt sich: 

also: 



^ = T±^+^ = T±\/ : 



16 



__ 3 5 



demnach: 



*i = +2 und s 2 = -y 



oder: 



Auflösung. Dividiert man die beiden 
Gleichungen durcheinander, so hebt sich x 
und man bekommt: 

y + y 8 _2_ 

l+y 2 + y* — 3 
3^ + 3^ = 2 + 2^ + 2^ 

Diese Gleichung geht, wenn man sie nach 
Potenzen von y ordnet, in die Form der 
reciproken Gleichung über: 

2y4_3y3 + 2 y2 — 3y + 2 = 

Dividiert man durch y 2 , so bekommt man: 

Setzt man nun: 
y-\ = z, so ist y2 _| _ — z 2 — 2 

also : 
2(*2 — 2) — 3* + 2 = oder 2*2 — 3z = 2. 

Daraus findet man für # die Wurzeln: 
2?! = 2 und z, = — ö" (siehe Erkl. 81). 

Setzt man für «z wieder y + — , so bekommt 
man: y 

1) y + i.^2 oder y2_2y + l=0 



V 



d. h. y 12 = 1. 
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Ans der ersten Gleichung hat man aber: 

8 

y+y* 

daher ist in diesem Falle: 

*,. = J- = * 

8) A« , + 1 = -! 
Erkl. 82. Ist: er * ibt sich: 

,._l ± ^V=B-i(-.±V=lB oder; -+*— T' 

so wird: . i 1 , 

y * = -i-(iTai/-i5-i5) md « 

= -^•(-14^2 1^15) y" = -T ± V _1 +^- 

= -|- (- 7 T ^=15) »-TiT^ 111 » 

Ferner: Bestimmt man nun x ans der zweiten 

V* = -^ (49 ± 14 i/=T5 - 15) Gleichung: 



= i (84 ± 14 V^TIS) !+*• + * 

64 so berechnet man zuerst y 2 und y\ Man 

= J_ (\<i i 7 i/^Tö) findet (siehe Erkl. 32) : 



32 



und 



*=l(-7 + l/=T5) 
^=-^-(l7±7l/=T5) 



Probe. Will man auf die Richtigkeit der Demnach ist: 

Werte a? M und y 84 die Probe machen, so mnss 7 _ 1 > — ^ 17 

man sie in die erste Gleichung xy + xy* = 8 l + ^ + y 4 = 1 """^ + '8" ^ "~ 15 + "32" 

einsetzen. Man bekommt: - 

., = .<TTV=H>l<-l±V=lg) ± W /-15 = W (2l±3l/=n5) 

, und 

= y(-7+i/=T5±7 V ' :=: T5 + 15) 12 = 12 ' 32 

1, , v , y v JL (21 + 3 VZTu) 21+3v cr 15 

= —(8 + 8 1/^15) = 4(1+ l/ 117 !^) 82 V :töK ' 

2 128 

Ferner, da y*, wie in Erkl. 32 gezeigt wird, = , -/^f jT 

= T ( - 7 + ^^ ist ' 80 bekommt man: Macht man den Nenner "des Bruches 

xy* = xy .y* = 4 (l ±. i/^Tö) • 1 rational, indem man mit: 

. 8 _ __ 7q:>^=T5 

2 ^ 7 + y 15 / im Zähler und Nenner multipliziert, so be- 

= -=- (l + V— 15) (— 7 + Y— 15) kommt man: 

_ 128(7q=l/ :r 15) _ ^n-,/— T^ 
= ~(-7 + 7l/ :=: 15+V /::r 15 + 15) *"- 49+15 -2^7+ y-löj 

j Die beiden letzten Wurzeln von y kann 

= — (8 + 8 V— 15) = 4 (l ^p \/--15) man auch mit Hülfe des für y 12 gefundenen 

. _ _. . Wertes berechnen. Es ist nämlich die Gleich. : 

Addiert man nun, so wird: 2 y* - 3y* + 2y* - 3y + 2 = 

xy + xy* = 4(1+ V"— 15 ) wenn die beiden erBten Wurzeln = 1 sind, 

+ 4(1 qF l^iö) = 8 durch y 2 — 2y + 1 teilbar. 






sr ♦'-■^••--"•, 
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y«- 2y + l | 2y*-3y8-|-2y2-3y + 2 | = 2y* + y + 2 

2y*-.4y«-f 2y« 

+ ^ 8 — By + 2 

4-y 3 — 2 y 2 + y 



2y« — 4y4-2 
2y8-4y + 2 

Aus 2y 2 + y + 2 = ergibt sich aber: 

y 2 +yy = — i 

also dieselbe Gleichung, die oben abgeleitet 
wurde. 



h) Gleichungen, die aus Faktoren von der Form (* J rccy-\ r ß)(x-\~yy-J r d) 

bestehen. 



frage 18. Wie löst man die Gleichungen, 
von denen die eine eine beliebige Form hat, 
während die andere in die Faktoren: 

(*+ ay + fl (x + yy + fi) = 

zerlegt ist? 



Antwort. Da das Produkt der beiden 
Faktoren in der zweiten Gleichung = ist, 
so kann sowohl der eine als der andere 
Faktor = sein. Daraus ergeben sich die 
beiden Bedingungsgleichungen: 

x 4" a y 4" ß == und x -f- yy + <f = 
Man kann daher aus jeder von diesen 
beiden Gleichungen den Wert der einen Un- 
bekannten berechnen und ihn in die erste 
gegebene Gleichung einsetzen. Wenn diese 
quadratisch ist, so bekommt man für x und 
y je vier Werte. 



Aufgabe 28. 

z 2 + xy + y 2 + 2x — Sy = 3 
(a? — 2y + 3)(a? — y + l) = Q 



Erkl. 38. Ist x = 2y — 3, so wird: 
a* = 4y2 — 12y + 9 und xy = 2y* — 3y 

daher: 

a?2 + ary + y«-f 2a? — 3y = 4y* — 12y + 9 
+ 2y2 — 3y + y2 + 4y — 6 — 8y = 4y2 + 
+ 2y« + y2— 12y — 3y + 4y — 3y + 9 
— 6 = 7y«— 14y2_|-8 

und da dies nach der ersten Gleichung = 8 

ist, so bekommt man liß — 14y-j-S = 3 oder 

7y2 — I4 y = o oder y* — 2y = 

Hat man ferner x = y — 1 , so wird x 2 
= y* — 2y -f- 1 und xy -=. y* — y und man be- 
kommt durch eine ähnliche Substitution: 

y2-2y + l+y2-y + y 2 + 2y-2-3y = 3 

oder Sy 2 — 4y = 4 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
folgt, dass: 

a? — 2y + 3 = und a? — y + 1 = 
ist. Daher hat man : 

1) . . . x = 2y — 3 

Setzt man diesen Wert in die erste Glei- 
chung ein, so bekommt man (s. Erkl. 33): 

y2_2y = 

Demnach ist y x = und y % = 2 , und es 
wird ferner: 

x x = — 8 und a> a = 1 
Es ergibt sich: 

2) . . . x = y — 1 
Die Substitution dieses Wertes in die 
erste Gleichung liefert (siehe Erkl. 33) die 
Gleichung: x 



4 4 

3y 8 — 4y = 4 oder y 2 -g-^ = -g" 



Daher: 



^f* 




-i + l/i + i-l + l/l-i + i 
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Es ist also: 

y 8 = 2 und y 4 = - 

x % = 1 und a? 4 = — -=- 



2 
3 
5 
3 



Frage 19. Wie löst man die Gleichungen, 
wenn beide in der Form eines Produktes 
zweier Faktoren gegeben sind? 



Antwort Heissen die beiden Gleichungen: 

(x + ay + ß) (x + yy + &) = 

(*+«iy+/»i) (*+?!?+*) = ° 

so lässt sich jede von ihnen in zwei Teil- 
gleichungen zerlegen. Man erhalt dann vier 
Gleichungen des ersten Grades mit zwei Un- 
bekannten und kann diese paarweise ver- 
binden, so dass für jede Unbekannte vier 
Werte kommen. 



Aufgabe 29. 

(x- y + 8) (*-2y-2)=:0 
(x+by — 4) (a? — 4y + 5>=0 



1) 
3) 



* — y + 8 = 
a? + 5y — 4 = 



II 
a? — y+8 = 
* — 4y-|-5 = 



Auflösung. Man erhält die Teilglei- 
chungen: 

a? — y + 8 = 2) . . . a? — 2y — 2 = 

a? + 5y — 4 = 4) . . . a? — 4y + 5 = 

Indem man nun jede der Gleichungen 1) 
und 2) mit jeder der Gleichungen 3) und 4) 
multipliziert, bekommt man folgende vier 
Systeme: 

in IV 

a? — 2^ — 2 = a? — 2y — 2 = 

a? + 5y— 4 = aj — 4y + 5 = 



Hieraus erhält man die "Werte von y, indem man die Gleichungen von einander subtra- 
hiert, alsdann ist der Reihe nach: 

6y-12 = — 3y — 3 = 7y — 2 = — 2^ + 7 = 



* = » 



* = -i 



7 



Jf4 = » T 



Die Werte von x ergeben sich dann durch Substitution in eine der Teilgleichungen; man 
bekommt: 



a: — 2 + 8 = 

x x = — 6 



« + 1 + 8 = 

a?, = — 9 



*-y-2 = 

^8 = 2A 



*— 7 — 2 = 
a? 4 = 9 



Frage 20. Unter welchen Bedingungen 
kann man einen Ausdruck von der Form: 

x*-\-bxy + cy* + dx + ey + f 

in zwei Faktoren zerlegen? 



Antwort. Nur ausnahmsweise sind die 
Gleichungen in der Form zweier Faktoren 
gegeben; es kommt indessen vor, dass man 
diese aus der gegebenen Gleichung ent- 
wickeln kann. Daher ist es zweckmässig, 
Formeln abzuleiten, mit Hülfe deren man 
erkennen kann, ob eine solche Zerlegung 
möglich ist oder nicht Es kann dies auf 
doppelte Weise geschehen: 

Erste Lösung. Aus der Gleichung: 
a? 2 + bxy + cy 2 + dx ~\- ey + f = 
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Erkl. 84. Löst man die Gleichung: 
x*+bxy + cy* + dx + ey + f = 
nach x auf, so bekommt man zunächst: 

x* + (by + d)x = — cy* — ey — f 
und sodann der Reihe nach: 



findet man den Wert: 



v 



— ey* — ey - f+ T (6y + <*)* 



= --§-(*y+<9± 



/ 



- cy« - ey - f+ T (**y* + 26dy + d») 

= — ä-( 6 y + <*)±-i- 
^/_,4 < .y2_4^y_4/'-^_^8y2-f-26dy-^- d* 

>/(6 B --4c)y2 + 2(6rf — 2c)^4-(<*2_ 4/) 



y(&« — 4c)y2 4- 2 (6cT— 2e)y + (d* — 4/) 
(siehe ErkL 34). 

Man bekommt also zwei Werte für x. 
Jeder von ihnen ist durch y ausgedrückt 
und kann auf die Form %-\-ay~\-$ oder 
x-{-yy-{-d gebracht werden unter der Be- 
dingung, dass die Quadratwurzel aufgeht 
Die Grösse unter der Wurzel ist aber ein 
volles Quadrat, wenn sie auf die Form: 

p*y* + 2pqy + q* = (py + q)* 

gebracht werden kann, d. h. wenn: 

pq = YpTp 

ist. Substituiert man an die Stelle von p 2 
und q 2 sowie pq die oben unter der Wurzel 
vorkommenden Ausdrücke, so bekommt man 
die Bedingungsgleichung: 

bd — 2e = y(62-~4c)(d2 — 4/) 
oder: 

I . . . (bd — 2e)* = (&2 — 4c)0**-4jf) 

Die Zerlegung in Faktoren ist also nur 
dann ausführbar, wenn die Koeffizienten b, 
c, d t e, f diese Bedingung erfüllen. 



Frage 21. Wie leitet man die Koeffi- 
zienten a, ß, y, ö ab, wenn sich die Glei- 
chung: 

«2 + bxy + cy$ + dx + *V + f = 

in die Faktoren: Antwort Wenn die Bedingung I der 

(x+ay + ß)(x + yy + &) = Antwort auf Frage 20 erfüllt ist, so er- 

zerlegen lässt? gibt sich (siehe Erkl. 35): 

Y(b* - 4c) *2 4- 2 (bd — 2c) y + (& — 4>f) = Y(h* — ±c).y± \A*2-_4f 



Erkl. 85. Erhebt man: 

^W^Tc-y±YW^Jf 
aufs Quadrat, so bekommt man: 

(62 — 4c) y 2 ± 2 \/&2_4c. 

oder: ydfi=Tf.y + dfi- *f 

(62 — 4c) y2 4-2 y(62— 4c)(d2_4/).y 

Dies ist aber, da nach I: 

|/(62 — 4 c) (d 2 — 4/) = 6d — 2c 

angenommen wird: 

= (62 — 4c) y2 -}- 2 (6eZ — 2e)y + d* — 4f also: 



Die Wurzel aus d? — 4/" ist positiv oder 
negativ, je nachdem das doppelte Produkt» 
in diesem Falle also (bd — 2e) positiv oder 
negativ ist. Man hat also zwei Fälle zu 
unterscheiden: 

1) wenn bd — 2e positiv ist 

In diesem Falle ist: 



2 



(Vb* — *c-y+ V& — *f) 



oder: 



I 

L 
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und 

oder: 

Man bekommt daher: 

II . . . (* + «y + fl(*+yy+^ = [*+!(&- ^ 

[* + y (* + Vb^-Tc)y + ^(d+ Vd rZ ~*f)] = 
Es ist also: 
nia ... a = 4- Q> — V'** 3 4«) 



2 



Ulb . . . ß = 4- (<* — \/d2 — 4/9 
IIIc ... y = -i- (& + \/&2-4c) 

Illd ... J = -i- (<* + i/d* — 4/) 

2) wenn bd — 2e negativ ist. 

Die Ableitung gestaltet sich ebenso wie 
oben, nur dass man überall das Vorzeichen 
von Y& — ±f zu ändern hat. Man be- 
kommt daher in diesem Falle: 

IV . . . (* + «y + Ä(* + yy + fl = [* + -g-fr- YW^^y + ±(d+YW=Tf)\ 

und ferner: 

Va . . . a = -£-(& ~ v'^'Jc) 

Vb. ../» = !((?+ l/e*2_4/') 
Vc . . . y = i-(l»+V / S2^Tc) 
Vd. . . (T = i (<* - VW^Tf 



Frage 22. Wie lassen sich die Koeffi- 
zienten «, ft y, fl dadurch entwickeln, dass Antwort. Zweite Lösung. Aus dem 
man Produkt Produkt: 

(x + «y + ß)(x + yy + ö)=:0 (x + ay + ß) (x + yy + *) = 

aasmultipliziert? ergibt sich durch Multiplikation: 

#2 + axy + ßx -f- «yy* + £yy + 0<H = 

Erkl. 86. Aus « + y = & ergibt sich: ode f : , , v , , , . ^ 

Da nun 4«y = 4c ist, so bekommt man durch _ ., . ' ' , ' 

Subtraktion: Da &**& Ausdruck 

„2_2ay + y2 = 6« — 4c = x* + bxy + cyt + dx-\-ey + f =. 

oder: sein soll, so bekommt man zur Bestimmung 

« - 7 = ± Vb* — 4c von a, ft y, ö folgende Gleichungen, indem 
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Nimmt man dazu a-{-y = b, so bekommt man die Koeffizienten der entsprechenden 
man durch Addition und Subtraktion der bei- ßliadAr p-IpiVIi AAtzt? 
den Gleichungen: 



Ebenso behandelt man die Gleichungen: 
ß-\-d = d und ß*d = f 



Glieder gleich setzt: 

a-\~y = b ß-\-d = d endlich ßy-\-aö = u 
a*y = c ß*ö = f 

Daraus bekommt man (s. ErkL 36) : 



« 



l-(b+\fb*-4c) 



2 

1 /. -^ 



Die Formeln sind dieselben wie die For- 
meln III und V der Antwort auf Frage 21. 
Bei der Wahl der Vorzeichen hat man zu 
beachten, dass ßy-\~aÖ = e werden muss. 



Aufgabe SO. Die Gleichungen: 
** + ±xij + 3y* — 21a? — 41 y + 110 = 

2a?2 4-Öa?y + 2y2-f-16a? + 14y + 24 = 

dadurch zu lösen, dass man sie in Faktoren 
zerlegt. 



(b* 



ErkL 87. Da: 

ßy + at = —30 — 11 = —41 

ist, so ergibt sich, dass auch die am Schlüsse 
der Antwort auf Frage 22 aufgestellte Be- 
dingung erfüllt ist. 



a = 



Auflösung. Bedient man sich der in den 
Antworten auf die Fragen 20 und 21 an- 
gewandten Bezeichnungen, so hat man in 
der ersten Gleichung zu setzen: 

b = 4, c = 3, d = — 21, e = — 41, f = 110 

Es ist nun zunächst zu bestimmen, ob 

(bd — 2e)* = (62 — 4c) (<f* — 4f) 

ist (Formel I der Antwort auf Frage 20). 
Man hat: 

(bd — 2e)* = (—84 + 82)* = (—2)2 = 4 
_ 4 C ) (d* — 4f) = (16 — 12) (441 — 440) = 4 

Die Bedingung für die Zerlegung der 
Gleichung in zwei Faktoren ist demnach er- 
füllt. Da ferner bd— 2e = — 2, also ne- 
gativ ist, so hat man die Formeln IV und 
Va, b, c, d der Antwort auf Frage 21 an- 
zuwenden. Man hat also, da: 

y/b* — U = /16 — 12 = \/~£ = 2 

und 

y^ZTif = y"441 — 440 = 1 

ist: 

1(4-2) = 1, /j=:l(-2i + l) = -10, 

l(4 + 2) = 3, <r = l(-21-l) = -ll 

Danach lauten die beiden Faktoren: 

1) . . . (* + y — 10)(* + 3y — 11) = 

Bei der zweiten Gleichung ist x 2 mit 2 
multipliziert, man muss daher, um die Normal- 
form, in der x 2 den Koeffizienten 1 hat, zu 
gewinnen, zunächst die ganze Gleichung mit 
2 dividieren. Dann ist: 

J> = |-, « = 1, 4 = 8, 6 = 7, f=12 
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Erkl. 88« Will man ans der Gleichung: also: 

bd — 2<? = 20 — 14 = + 6 



(* + yy + 9)(* + 2y+6) = 



den Bruch wegschaffen, so muss man sie mit * V 4 2 

2 multiplizieren, man bekommt dann: r-r- — ,— — 

<|* + , + 4)fr + 8, + e) = mä Vd*-4f= 1/64-48 = 4 

(6d — 2c)2 = (6* — 4c) ((** — 4/) = —.16 = 86 

4 

Ferner muss man, da ftrf — 2 c positiv ist, 
die Formeln II und III a, b, c, d der Ant- 
wort auf Frage 21 anwenden. Substituiert 
man die gefundenen Werte, dann ist: 

" = ¥Gr-4) = i' /»=4(8-4> = *. y = i(i + |)= 2 ' '=4(8 + 4) = 6 

Demnach lautet die Faktorengleichung: 



2) 



• • • (*+-§-3' + 2 )0 r + 2y + 6):=O 



Die Kombination der beiden Gleich. 1) 
und 2) gibt nun folgende 4 Systeme von 
Pejüalgleichungen : 

I II III IV 

x + y — 10 = « + # — 10 = a? + 8y — 11=0 a? + 3y — 11=0 

»+-y + 2=:0 * + 2^ + 6 = « + — ^ + 2 = a? + 2y + 6 = 

Subtrahiert man die Gleichungen, so bekommt man: 

-i-y = 12 od. y x = 24 y t = — 16 2y y 8 = 18 od. y z = 5y y K = 16 

Ferner gewinnt man durch Substitution für x die Werte: 

*! = — 14 or, = 26 *, = — 4y a? 4 = — 88 



i) Gleichungen mit besonderer Lösung. 

Anmerkung 6. In dieser Gruppe stellen wir eine Anzahl von Gleichungen zusammen, 
zu deren Lösung man am besten eines besonderen Kunstgriffes anwendet. Als 
Beispiel zur Erläuterung diene Aufgabe 31. 

Aufgabe 31. 

jc 2 + tfi + x y = a (x + y) 

X 24. v 2 — xi/=z h(x — v) Auflöiung. Multipliziert man die erste 

' v Gleichung mit x — y, so bekommt man: 

a* — y8 = a (aj2_y«) ( 8 . Erkl. 39) 

multipliziert man die zweite Gleichung mit 
Erkl. 89. Das Produkt: ,: + y, so bekommt man: 

(aS + ^ + ^x,..,) *• + * = *(*■-*) 

gibt: Die Addition und Subtraktion dieser beiden 

x* + xy*-{-x*y neuen Gleichungen gibt: 

— X y* — x*y — y* 2x* = (<* + &)(** — y*) 

also £& — y s und 
Ferner ist: 2y» = (fc — a) (a?* — y«) 

( ir 2 + y2_ a?y )( <r + y ) — ^ + ^^2—^2^ Dividiert man, so bekommt man: 

— xy 2 + x*y-\-tfi x* __ b + a 

= x» + y3 y 8 — 6 — a . 
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oder: 

y V b — a * V b — a 
demnach: 

— -fö^r 

Substituiert man diesen Wert in die Gleichung: 

2y« = (b — a) (x* — y2) 
so bekommt man: 

2y3 = (&-a)[yS ^^±ty-yi] 

oder, da man die ganze Gleichung durch y 2 
dividieren kann: 

Setzt man z.B. a = 7 und 5 = 9, so wird: 



3 



y = \/64— 1 = 4 — 1 = 3 

Da nun: 

ist, so erhält man durch Einsetzung dieser 
Werte: 

x = 3 y^ = 3 yT = 6 



2. Beispiele. 

a) Aufgaben, die zur ersten Gruppe gehören. 
Aufgabe 32. 

3o:2 — y2 = 3 Auflösung. Subtrahiert man die erste 

3#2-j-4y2 = 48 von der zweiten Gleichung, so bekommt man 

5y2 aas 45, also y 2 = 9 und y, 2 = ±3. 
Da nun 3rc 2 = 3 + y 2 ist, so wird 3re* = 12, 
also x 2 = 4 und # 12 = ± 2. 

Aufgabe 33. 

Sa* -f 2y2 = 76 

17^2 _ 7 y 2 — io Auflösung. Multipliziert man die erste 

Gleichung mit 7 und die zweite mit 2, so 

Erkl. 40. Für die Aufcaben dieser Gruppe bekommt mim: 
gilt die zur Auflösung von Auigabe 12 ge- 36a?2 + 14y« = 532 

machte Bemerkung, dass zu jedem positiven 34 x 2 — 14 y2 = 20 

™£*i e8 ? tiven , * ?*» Positives und negatives y Addiert man nun 80 be kommt man: 

gehört, dass also jede der wurzeln doppelt zu on ECft , _ , . _ ,— 

zählen ist. Man hat also in diesem Falle: 69 * 2 = B62 aber * 2 = 8 ^ *» = ± 2 V* 

^=2 1/2 * a = 2 i/2~ da nun 2 ^ = 76-40 = 36 ist,_so wird: 

y 1 = 3l/2" y 8 = -3l/2" y 2 =18undy 18 ^±3l/2 

a? t = — 2 \/2" ar 4 = — 2 \^2" 

y 8 = 3l/2* y 4 = -3l/2" 
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Aufgabe 34. 



*2 y* 
2 ~*~ 3 



= 8 



x« 



3 ~*~ 5 



r __ 



5 



Auflösung. Schafft man zunächst die 
Brüche weg, so bekommt man: 

3«8 + 2y8 — 48 und 5**-f-&y* = 75 

Daraus findet man dann nach der in Auf- 
gabe 11 gezeigten und in den Aufgaben 12 
und 33 angewandten Methode: 

' «is = ± Ve" *, = ± i/i5 



Aufgabe 35. 






y« (a — b) = J-r 4~ 



Aufgabe 36. 



*L + **_- 



6« 

«2 



O* 



y* 



T 0-8 



q2-f &2 

__ 8q2-f-26* 



362 i 2a2 



6a2*>2 



Aufgabe 37. 

q + 6 
aar« 



i2 



#* __ 



26 



q-f-6 



a — b 

by* 

a — b 



aß — b* 
aß + b* 
q2 — 62 



Auflösung. Multipliziert man die zweite 
Gleichung mit a und subtrahiert die erste 
von ihr, so ergibt sich: 

tt» + frg — q&— •&« __ N aß — ab __ q (q — ■ b) 

ab* ~~ q&2 "" q&2 

Demnach: 

y 2ssA.undy 18 = ±y 



Da 



a + b _ 1 1 
q6 q ' 6 



ist, so findet man, wenn man den Wert von 
y 2 in die erste Gleichung einsetzt: 

^62 ö t- b 
oder: 



also: 



«**+! = 1+T 



ax* = — und x* =: — -, x i9 = -\ 

q q2 7 " — q 



Auflösung. Schafft man zunächst die 
Brüche weg, so bekommt man die Gleichungen: 
q2a?2 -f. 62y2 = a2 + 62 

und 

2q«»2 _|_ 3 J2 y 2 = 3q2 + 2 62 

Multipliziert man nun die erste Gleichung 
mit 2 und subtrahiert sie von der zweiten, 
so bekommt man: 

q 
6 2 y* ss 2 oder y = + t" 

o 

Multipliziert man ferner die erste Gleichung 
mit 3 und subtrahiert die zweite von ihr, 
so wird: 

q2#2 = ^ 2 aiao x = H 

- 1 - a 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit b und subtrahiert sie von der 
zweiten, so fällt das Glied mit y 2 weg und 
man bekommt: 
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ax* 



bx* 



2fc2 



Formeln ist: 

„2-|-&2_- 2a& = (a — &)* 
und 

a»-ft> = (a + ft) (a — b) 
daher : 

(q — 6)2 _ (q — 6)2 __ 

q2 — 62 



a — 6 



(q + 6) (a — 6) q + 6 



Aufgabe 38. 

(5*)2-f (4y)2 = 244 
(15a?) 2 — (8y)2 = 324 



und 



Erkl. 42. Es ist: 

(15*)2 = (3.5ar)2 = 9.(5#)2 



(8y)2 = (2.4y)2 = 4.(4^)2 



Aufgabe 39. 

— + — 

*2 T y2 

8 9 



sfi 



y 



2 



2 
1 



Aufgabe 40. 



** ^ *2 

JL 1_ 

*2 y% 



25 

144 

7 

144 



q + 6 
oder: 

a 

q + 6 
demnach: 



a + b 



q« + &2 

a 2 _ £2~ a s __ 52 



w & a 2_|_&2 26 2 2 52 

Erkl. 4L Nach bekannten algebraischen «2 — ^-r- = *-= — ^ = — » — — = 1 



a2— &2 



<*2— 62 



i r2 = ^±lund i r = +V^- ?± 
a — b — 1 a — 



Multipliziert man dagegen die erste Glei- 
chung mit a und subtrahiert sie, so wird: 
9 _ g 2 + 62 — 2q6 _ (q-~6)2 __ q-6 
y — a 2_ \ß ~ fl 2__ 52 — a + & 

und 



* = ±V^ 



— 6 



+ h 



Auflösung. Man kann die zweite Glei- 
chung (s. ErkL 42) umgestalten in: 
9(5*02 — 4 (4y)2 = 324 

Multipliziert man daher die erste Gleichung 
mit 4 und addiert sie zu dieser, so be- 
kommt man: 

13 (5jr)2 = 1300 oder (5#)2 = 100 
und 5a? = ^ 10 und x = ± 2 

Substituiert man (5#) 3 = 100 in die erste 
Gleichung, so wird: 
(4y)2 = 144, also 4t/ = ±12 und y = ±3 



Auflösung. Durch Addition der beiden 
Gleichungen bekommt man: 

12 
— - = 3, also a?2 = 4 und x = + 2 

Multipliziert man die erste Gleichung mit 2 
und subtrahiert von ihr die zweite, so wird: 

27 

— - = 3, also y2 = 9 und y = + 3 
y 2 — 



Auflösung. Wie in Aufgabe 39 durch 
Addition und Subtraktion; man bekommt: 

x = + 3 und y = + 4 



Aufgabe 41. 

«2 "T" y2 — 8 U 0?2 y2 



1_ 
8 



Auflösung. Wie in Aufgabe 39; man 
bekommt : 

a? = +2undy = +2 l/2~ 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. 29 



Aufgabe 42. 

5(10 — a?)2 + 6(3y — 1)2 = 195 
6(10 — *)* — 2(3y — !)*=.- 4 



Erkl. 43. Zur Additions- nnd Subtraktions- 
methode vergleiche man Prange, Lehrbuch 
der Gleichungen des ersten Grades mit mehreren 
Unbekannten und zwar die Antwort auf Frage 12, 
Seite 13 bis 15. 



Auflösung. Man setze (10 — x) 2 = z 
und (Sy — l) 2 = t, und löse dann die Glei- 
chungen: 

5* + 6*= 196 

6s — 2* = 4 

nach der Additionsmethode. Multipliziert 

man z. B. die zweite Gleichung mit 3 und 

addiert sie zu der ersten, so bekommt man 

23* = 207 oder z = 9; in ähnlicher Art 

ergibt sich t = 25. Da nun z = (10 — xf 

ist, so wird (10— a?) 2 = 9, also 10— # = ±3 

nnd x x = 7, x 2 = 13; ferner findet man aus 

* = (3y— 1) 2 = 25, dass 3y— 1=±5 

ist, also: 

4 
^i = 2 und y a = — — 



Aufgabe 43. 



ll*2_i6- = 43 
,1^ + i** 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit 4, so bekommt man: 

144 
44«2_J^L = i72 

v 2 

addiert man nun die zweite Gleichung,- so 

wird: 

q 

46-t-ä 2 = 187 oder a£ = 4 und x = +2 
4 

Durch Einsetzung dieses Wertes in die erste 
Gleichung findet man y 2 = 36 und y = ± 6. 



Aufgabe 44. 



(5y — 20)2 = — 9 



Auflösung. Da: 

_ m-i^y-'&y 

m (5y — 20)2 = 25 — 4)« 

ist, so lassen sich die Gleichungen umfor- 
men in: 



und 



4 ("¥") 2 + (y " 4)2==65 
("S") 2 ~ 26G '""~ 4)2 = "" 9 



Erkl. 44. Da jeder Wert von x mit jedem „..,.. ,. . . . ~, . , 

Wert von y verbunden werden kann (vergl. Multipliziert man nun die letzte (xleicnung 
Erkl. 40), so hat man in diesem Falle: mit 4 und subtrahiert sie von der ersten, 

x t = +3 x 2 = — 3 x s = +3 « 4 = -3 80 bekommt man: 

y 1 = +5 y 2 = +5 y 8 = +3 y 4 = +S 101 (y — 4)2 = 101 oder (y — 4)2 = 1 

also y — 4 = ± 1, daraus: 

y t = 5 und y 2 = 3 
Da also: 



(sy+i— -(Ä)p_ 



64 



ist, so wird: 

24 

= ± 8 oder ^ 8a? = 24, also a? ia = + 3 



x 
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b) Aufgaben, die zur zweiten Gruppe — eine Gleichung mit zwei, eine mit 

einer Unbekannten — gehören. 

Aufgabe 45. 



2a;* + 3a?y + 5#2 = 134 

a? + 5 a? — 7 __ R 



Erkl. 45. Behandelt man die zweite ge- 
gebene Gleichung in bekannter Weise, so be- 
kommt man der Reihe nach: 

2(a?-|-5)-(* — 7) = 20 

2a? + 10 — a? + 7 =20 

2a? — x =20—10 — 7 

= 3 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
findet man (Erkl. 45) #=3; substituiert man 
— entsprechend der in der Auflösung zu 
Aufgabe 13 angegebenen Methode — diesen 
Wert in die erste Gleichung, so bekommt 
man für y die quadratische Gleichung: 

18 + 9y + 5y2 = 134 
oder: 

Es ist demnach: 



x 



Aufgabe 46. 

a?2 4- 6xy — 5y2 + 6a? + ly 



27 
6 



Aufgabe 47. 

3a# + 2a?y + y2 — 4. r __ 5^ = 9 
3a?2 + 2a?y + #2_ 4a? + 5y = 59 



—k±V- 

—w±V 

~~ 10* ± 10 



f+ 


81 
100 


2401 





100 



y x = 4 und y % = • — 5,8 
Man bekommt also die beiden Wertepaare: 
x x = 3 ar 2 = 3 

V\ = 4 y 2 = — 5 » 8 



Auflösung. - Man bekommt zunächst aus 
der zweiten Gleichung y = 5 und durch 
Substitution dieses Wertes in die erste Glei- 
chung: 

a?2 + 30a? — 125 + 6a? + 35 = 27 
oder: 

#2 + 36* = 117 

und 

# = — 18+ 1/117 + 324= -18+ \/441 
= — 18±21 

also: 

x x = 3 und a?, = — 39 

Zu jedem dieser Werte von x gehört y = 5. 



Auflösung. Durch Subtraktion der ersten 
von der zweiten Gleichung findet man lOy 
= 50 oder y = 5. Substituiert man diesen 
Wert in die erste Gleichung, so ergibt sich 
zur Berechnung von x die quadratische 
Gleichung: 

3a* + 10a? + 25 — 4;r — 25 = 9 
oder: 

a?2 + 2a? = 3 ; 

demnach wird: 

a?j = + 1 und a?, = — 3; 

jeder dieser Werte wird dann mit y = 5 

verbunden. 
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Aufgabe 48. 

öar 2 + b y 2 — bx + ay = a &2 + a2& + a* — &2 Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 

ay — b 2 ay — ab __ 2a __ fe gewinnt man für y (s. Erkl. 46) den Wert 

a-^-b * a — b y = «. Substituiert man diesen in die erste 

Gleichung, so wird: 

aa? 2 + a 2 & — bx + a 2 = a& 2 -f-a 2 &-f-a 2 — b 2 

oder : 

ax 2 — bx = ab 2 — b 2 
Erkl* 46. Multipliziert man die zweite demnach* 
Gleichung mit dem Generalnenner a 2 — fe 2 , so 
bekommt man der Reihe nach: 

ay(a— &)— V 2 (a — b)+ay (a + b) — ab(a + b) 

= (2a — fc)(a 2 — & 2 ) 

a 2 y — aby — ab 2 -\-b*^afiy-\-aby — cflb — ab 2 

= 2a» — 2afc 2 — a 2 6 + 6 3 

2a 2 y = 2a» — 2al> 2 + ab 2 + a& 2 — a 2 b + a 2 b 

-f &8 — &8 

2a 2 y = 2a 8 

y = a 



x 



b . + [ ab 2 — b 2 , 6 2 

= 2^±V ä + 



4 a 2 



2a— V 



4a 2 & 2 — 4qfe 2 + &2 
4a 2 






= -^[l±(2« 



1)] 



Demnach: 






Aufgabe 49. 

2a? 2 + 3a?y + y 2 = 35 

X 2 -f- 07 = 6 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
gewinnt man für x die Werte a^ = 2 und 
a? 2 = — 3. Substituiert man x x = 2 in die 
erste Gleichung, so bekommt man: 

8 + 6y + y 2 = 35 oder y 2 + 6y = 27 

demnach: 

y 4 = 3 und y a = — 9 

Substituiert man # 2 = — 3, so erhält man: 

18 — 9y + y 2 = 35 oder y 2 — 9y = 17 



und 



r» = ■§- i-g-^149 



Demnach gehören zusammen: 



x 



*34 = — 3 



= 2, x 2 = 2, 
y 1 = 3, y 2 = -9, jf^ = -^(9±l/lS) 



2 



Aufgabe 50. 

2a? 2 — 4a?y + y 2 -f7ay-f-6y = 44 

a? 2 —4afy + y 8 + 5a? -|- 6 y = 2° 



Auflösung. Subtrahiert man die erste 
Gleichung von der zweiten, so bekommt man 
für x die quadratische Gleichung: 

a? 2 -f2a? = 24 
und daraus: 

x 1 = 4 und a? 2 = — 6 

Substituiert man x x = 4 in die zweite Glei- 
chung, so kann man y berechnen aus der 
Gleichung: 

16 — 16y-f y 2 + 20 + 6y = 20 
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*, 



* = 8 



* 2 = 4 



*« = 



oder y 2 — 10 y = — 16; daher ist y x = 8 
und y a = 2. Substituiert man dagegen 
x = — 6, so erhält man für y die Gleichung: 

36 + 24y + y2 — 30 + 6y = 20 
oder y 2 +30y = 14, daraus ergibt sich dann: 

y 84 = _ 15 + 1/239 
Man hat also die Wertepaare: 

— 6 * 4 = — 6 



y» 



= — 15 + /239 y 4 = — 15 — |/239 



y* = 3* 
*~y = 6 



c) Aufgaben, die auf die dritte Gruppe — eine Gleichung mit zwei, eine mit 

einer Unbekannten — zurückzuführen sind. 

Aufgabe 5L 

Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
gewinnt man den Wert x = y + 6. Sub- 
stituiert man diesen in die erste Gleichung, 
so wird y 2 = 3y + 18 oäer y 2 — 3y = 18, 
also: 

*=!±\^"+!=!±! 

daraus y x = 6, y 2 = — 3. 

Aus x = y + 6 ergibt sich dann: 
x x = 12 und * 2 = 3 



Aufgabe 52. 

*2 + y = 19 
6(* + y) = 7(3*-2y) 



Erkl. 47. Aus *2 + -|-* = 19 ergibt sich: 



_9_ 
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= -i-±l 1/1225 = l(-3±35) 



also: 



Auflösung. Löst man in der zweiten 

Gleichung die Klammern, so bekommt man: 

6*+6y = 21a:— 14y oder 20y = 15* 

demnach : 3 

y = T * 

Durch Substitution dieses Wertes in die erste 
Gleichung bekommt man: 

x* + ^-x = 19 
4 

die Wurzeln dieser Gleichung sind (Erkl. 47): 

19 



32 



x* = 
1 8 / 



ä _ 38 — 19 



X\ — + 4, * a — 
demnach wird: 

Sfi = 3, y a = - 



4 

iL 
16 



Aufgabe 53. 

2*2 + 3y2 = 66 
4*+y = 16 

Erkl. 48. Löst man in der Gleichung: 
2*2 + 3(16 — 4*)2 = 66 

die Klammer und ordnet man dann die Glieder, 
so bekommt man der Reihe nach: 

2*2 + 768 — 384* + 48*2 = 66 

50«»» — 384* =—702 

*2 — 7,68* =—14,04 



Auflösung. Substituiert man y = 16— 4 a? 
in die erste Gleichung, so bekommt man: 

2*2 + 3(16 — 4*)2 = 66 

oder nach der entsprechenden Umformung 
(siehe Erkl. 48): 

*2 — 7,68* = — 14,04 

daher : * = 3,84 + \/— 14,04 + 3,84* 

= 3,84 + \/— 14,04 + 14,7456 

= 3,84 ± YÖJÖ66 = 3,84 ± 0,84 
* x = 4,68 und * 8 = 3 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 






M*i 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In 



m 



haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung; 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie voll? 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werde*k;||| 



Bemerkt sei hier nur: 






1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern^ : £ 



den Gebrauch zu gestatten. 



;>\j>jw» - ." -.i . 



2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen **$$' 






■ ■■>; ; ' 



und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung ^1 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 

bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischem £ _ 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Aufr •^ > 






gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 
7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 

beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 

zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 

Techniker jeder Art. 
8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



tu 



j' i / •v-Ls 



'$® 



■■\. 



-:>':i'' 



V? 



Das vollständige 

»Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



••"' ■VÄl 



.. V'-l 



»jährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Drück von Carl Hammer in Stuttgart, 



* 



1351. Heft/ ,, 





Gleichungen des 2. Grades 

ti und mehreren Unbekannten. 

(Iluulratiiche (deich« ng«n.> 

r. Heft 1Ö50. — Seite 33—48. 



Vollständig gelöste _f£ 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhangen ungelöster Aufgaben, für den Schnl- & Selbstnnterriclit — 
Angabe und Entwicklung der benutztes Sätze, Formeln, Kegeln in Fragen und Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & Lithograph. Tafeln, 

ans allen Zweigen 
der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene n. des Raumes etc.); — 
aas allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
raathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brücken- u. Hochbau'«; der Konstruktlonslehren als: darstell- Geometrie, Polar- u. 
Parallel -Perspectire, Schattenkonstraktionen etc. etc. 
für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 
zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium zur Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

in Frankfurt a. H. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 

Die Gleichungen des 2. Grades 

mit zwei und mehreren Unbekam 
(Quadratische Gleichungen.) 
Nach System Kleyer bearbeitet von Prof C. H. '. 

Fortsetzung von Heft 1350. — Seite 33— 4£ 
Inhalt: 



Stuttgart 1895. 

Verlag von Julius Maier. 



"unständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 









Jfii^ Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



R^'-'v: : ... 



V^ 






^.V.-i: 






PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesaintgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig: 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwicklung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk- behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II» Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu losen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesse * n 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ber 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihe: 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen g _ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische , 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nr 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfa 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erk 1 ' 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlägshandlm 
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Aufgabe 54. 

7a?2 — 9*3 = 118 
x-\-y = 2 



Aufgabe 55. 








1 

*/ 2 


= 0,29 


_1 

X 


1 

y 


= 0,3 


1 







Erkl. 49. Löst man in der Gleichung: 
(* + 0,8)* + <* = 0,29 
die Klammer, so bekommt man: 

t* + 0,6* -f 0,09 + t*=z 0,29 



oder: 
und 



* = 



2*2-|-0,6*= 0,2 

g2 + 0,3< = Q,l 
-0,15± 1/0,1 + 0,0225 



also: 



= — 0,15 ± 1/0,1225 = — 0,15 ± 0,35 



t t = 0,2 und t 2 = — 0,5 



Aufgabe 56. 

*+ Yf _ y 

v x-VT 

2x + By = 17 

Erkl. 50. Aus: 

a 289 — 68x + 4x* 

x* — = 7 

■ibt sich durch Multiplikation mit 9: 
9*2 — 289-)- 68a? — 4a?* = 63 



r: 



5a?2-|-68a: = 352 



Durch Einsetzung dieser Werte in die Glei» 
drang y = 16 — ix bekommt man dann: 
y 1 = —2,72und y a = 4 



Auflösung. Durch Substitution von 
x = 2 — y in die erste Gleichung bekommt 
man: 

7(2 — y)2 -9*2 = 118 

oder nach gehöriger Reduktion: 

y2 + i4y = — 45 
demnach ist: 

y, = — 5, y 2 = — 9, also x x = 7 u. # 2 = 11 



Auflösung. Setzt man: 

— = z und — = t 
* y 

dann bekommt man die Gleichungen: 

«2 -f- *2 — o,29 
und 

2? — * = 0,3 

demnach ist z = t-\- 0,3 ; substituiert man 
diesen Wert in die erste Gleichung, so kann 
man aus der Gleichung : 

(t + 0,3)2 + *2 — o,29 
t berechnen. Man bekommt (siehe Erkl. 49) : 

t x = 0,2 und t 2 = — 0,5 
daher: 

z x = 0,5 und z % = — 0,2 

Da nun: 

— = 3, also a? = — und y = — 
a? z * t 

ist, so hat man für x und y die Werte: 
^=^5" ==2un<1 ^ == ^2= 6 



«2 = 



-0,2 



— 5 und y % = 



0,5 



= —2 



v Auflösung. Durch Multiplikation kann 
man die erste Gleichung umformen in: 
a?2 — 7 = y2 der a?2 — y2 = 7 

Substituiert man in diese den aus der zweiten 
Gleichung gewonnenen Wert: 

17 — 2a? 
so erhält man: 



a#— 



289 — 68a? + 4a?2 _ 



[etger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 



7 
3 
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demnach: 



68 1 /352 

* = -To±V-5r-+ 



/68y 



also: 
und 



= -16,8 ±1 /70,4 + 46,24 

= — 6,8 ± Vi 16,64 = — 6,8 + 10,8 

*x x = — 6,8 -f 10,8 = 4 
a? a = — 6,8 — 10,8 = — 17,6 



Löst man diese Gleichung nach x, so be- 
kommt man (siehe' Erkl. 50) : 

x t = 4 und a? a = — 17,6 
Ferner ergibt sich aus: 

17 — 2* 

y = 8 

durch Einsetzung dieser Werte: 
17 — 8 

yi=— — : 



, 17 4-35,2 ,_. 

3 und y 2 = T, = 17,4 



Aufgabe 57. 

a?2 + 3a?y + 2y 2 = 130 
2a? + 3y = 23 



Auflösung. Durch Einsetzung von: 

23 -3y 

in die erste Gleichung bekommt man der 
Reihe nach: 



( 



2 



130 



52 9-138y + 9 y 2 + 69y-9y» +2yg = ^ 

529 — 138y + 9y2 + 188y — 18y2 + 8y*=520 

— y2 = — 9 oder y 2 = 9 
demnach: 

Die beiden Werte für x lauten: 

o?j = 7 und a? a = 16 



Aufgabe 58. 

(x + 3y)2 + (* + 2y)2 = 202 

a? + 5 



y + 3 



= 2 



Erkl. 51. Die Gleichung: 

2 (2y + 1)« + lOy (2y + 1) + 13y2 = 202 

ergibt, wenn man die Klammern löst, zunächst 

8y2 + 8y + 2 + 20y2 + 10y + 13y2 = 202 

dann durch Summierung der gleichnamigen 
Grössen: 

41y2 + 18y = 200 
also: 



* = -ir± 

41 ^ 



Y 



200 81 
41 " l "412 



V 412 — 41—41 



oder y x = 2 und y 2 = — 
Aufgabe 59. 

a* + a:y + y2 = 61 
5a? = 4y 



100 
41 



Auflösung. Die beiden Gleichungen lassen 
sich umformen in: 

2*2 + I0a?y + 13y2 = 202 

und 

x — 2y = 1 

Aus der letzten Gleichung gewinnt man den 
Wert a?==2y + l, den man in die erste 
Gleichung substituiert. Dann berechnet man 
y (8. Erkl. 51) aus der Gleichung: 

41y2-j-18y = 200 

und zwar ist: 

100 
y t = 2 und y 2 = — -jj- 

Setzt man diese Werte ein in die Glei- 
chung x = 1 + 2y, so bekommt man: 

* 1= :l+4 = 5 



** ~~ 41 



159 
41 



Auflosung. Da x = y y, so lässt sieb 

die erste Gleichung umformen in: 
16 4 



25 
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oder: 
also: 



61y« = 25.61 



y 2 = 25 und y« = ± 5 
demnach wird: 



Aufgabe 60. 

(2a? + 3y)(3a? + 4y) = 88 

y — x = 1 

Erkl. 52. Aus: 

35a?» + 41a? = 76 
bekommt man: 



* - 70 ± V 35 + 



1681 
70« 



Auflösung. Substituiert man y = x + 1 
in die Klammern der ersten Gleichung, so 
bekommt man: 

(5a? + 3) (7a? + 4) = 88 
oder nach Auflösung der Klammern: 

85*2 + 41* = 76 
Daraus findet man für x die Werte: 

76 



41 , ■. / 76-140 + 
70 ± V 70« 



1681 



x x = 1 und a? 2 = 



85 



(s. Erkl. 52) 



— 41 4- * T/TöäoT — — iL-4- 111 beiden Werte fnr y: 



Da y um 1 grösser ist als x % so lauten die 



70 - 1 - 70 



70 - 1 - 70 



demnach: 



a?j = + 1 und a? 2 = — 



35 



— 1 76 — 41 
Vt "" 35 "" 35 



Aufgabe 61. 

a?-f~y 



2a: — 4y 



2a? — 4y 

a? + l 

9 + 1 



x + y 



= 3 



Erkl* 58* Multipliziert man die erste Glei- 
chung über kreuz, und zieht man dann die 
Wurzel, so bekommt man: 

2a? — 4y = +(x + y) 

demnach: 

1) x = 5y und 2) x = y 

Diese Gleichungen in Verbindung mit: 

a? = 3y-f2 

liefern ebenfalls die gesuchten Wurzeln. 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 

findet man: 

a? = 3y + 2 

Setzt man diesen Wert in die erste Glei- 
chung ein, so nimmt sie die Form an: 

4y + 2 __ 2y + 4 

2y + 4 ~~ 4y + 2 
oder: 

2y + i = y + a 

y + 2 2y-|-l 

daraus: 

4y2 + 4y-fl:=y2 + 4y + 4 

demnach ist: 

3y* = 3 und y 12 = ± 1 
x ergibt sich nun aus: 

a? = 3y + 2 
und zwar wird: 

x x = 5 und a? s = — 1 



Aufgabe 62. 

x* + xy — öy 2 

x + y 

x — y 



— 1 
3 



Auflösung. Durch Auflösung der zweiten 
Gleichung bekommt man a? = 2y; dies in 
die erste Gleichung eingesetzt gibt: 

4y* + 2y* — 5y* = —1 
oder : y* = 1 

Daher ist: 

a? 18 = +2 /-l =+2» 



l 
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Aufgabe 63. 

x \V 



7a?y 
2 



Erkl. 54. Aus: 

7 y 2_81y = — 180 
ergibt sich: 



y "" T 14 ^ V 142 



= -1.(81 + l/l^i) = ^(81±39) 



also: 



yi = 3, y 2 = 



120 
14 



60 

7 



Aufgabe 64. 



y ^a? *2 

*+i , y+i 



= 2 



Erkl. 55* Aus: 

143 y 2 _ 770y = — 968 
ergibt sich: 



35 -/ 88_T 



85« 
182 



13 - 1 - 13 



= ^-(35± 1/81) = ^-(35±9) 



Demnach: 



ifi = 2, y 2 = 



44 

13 



6 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
gewinnt man für x den Wert 

_ — 5y + 30 

~"\ 3 

Substituiert man diesen in die erste Glei- 
chung, so erhält man: 

oder: 

50y2 — 600y + 1800 — 16y2 — — 85y2 + 210y 

Demnach ergibt sich y aus der quadratischen 
Gleichung: 

7y* — 81y = — 180 

Man bekommt die Werte: 

y 1 = 3, y 8 = -y- (s. Erkl. 54); 



o 



; ) 



daraus dann: 



a? A =r 5 und x j = — 



30 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
gewinnt man für £ den Wert 

__ 22 — 5y 

"" 3 
Die erste Gleichung lftsst sich umgestalten in: 

a?2 + y2 = 2 ya?y 

Nach Einsetzung des für x gefundenen 
Wertes bekommt man also: 

484 — 220y + 25y2 + 9 y 2 = ^_ y (22 — 5y) 

oder: 

968 - 440y + 50y2 + I8y2 = 330 y — 75y* 

Die Bestimmungsgleichung für y lautet also: 
143 y 8 — 770^ = — 968 

Daraus bekommt man (siehe Erkl. 55) für y 
die Werte: 

44 



yi = 2, y 9 = 



18 



demnach sind die Werte von x: 

22 



^ = 4 und a? s = 



13 



Aufgabe 65. 

a?2 + 8a?y+>2 
2a? — y 



11 (* + y) 

9 



Auflösung. Substituiert man den Wert 
von y = 2a? — 9 in die erste Gleichung, so 
bekommt man der Reihe nach: 

«8+16*2 — 72a? + 4*2 — 36a? + 81 = 11 (3a?— 9) 

21a?2 — 141a? = — 180 
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also: 

x = 



23 



47 , .. / =~1680 + 2209 __ 47 , 
14 * V 14« ~~ 14 ± 14 



5C« "^ O, a?« *~*~ 



.12 



yi = 1» y% = — 



39 



Aufgabe 66. 

2a?* — 6a?y + y2 + 5a?-f 4y = 28 

Ol Q * 



Erkl. 56. Ans: 

53*2 _ 490a? = — 833 
ergibt sich: 

__ 245 1/ 833 ~2452 

X ~"~ 53 =t V 53 + 532 

= -^±-^-^44149 + 60026 



53 



53 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 

ergibt sich; 

010 «„ ^ 27 — 3a? 
3* -f- 2y = 27 oder y = ^ 

Danach lässt sich die erste Gleichung um- 
formen in: 

o 9 «wo* q ^ 1 729 — 162a? + 9a* 
2a? 2 — 8 (27 — 8a?) x -\ - 

+ 5a? + 54 — 6a? = 28 
oder: 

8a* — 324a? + 36a* + 729 — 162a? + 9a* 

+ 20a? + 216— 24a? =112 
Man bekommt also: 

53a* — 490a? = — 833 



= 1 (245 ± t/i5876) = _L(245±126) ^ daraus (■*** ErkL M) s 



53 



53 



— 7 — 119 — o 13 

*i — 7, ^ — "53" — ^^3 



demnach wird: 



a 537 m 7 



Aufgabe 67. 

5 (a? + 3)2 -. 4 (y + 2)2 = 116 

a?4-y __ 
y 



= 2± 
2 



Auflösung. Die erste Gleichung lässt 
sich umgestalten in: 
5a?2 + 30a? + 45 — 4y2 — 16y — 16 = 116 

oder: 

5a?2 — 4y2 + 30a? — 16y = 87 

Aus der zweiten Gleichung gewinnt man 
den Wert: 

3 

substituiert man diesen, so lautet die Glei- 
chung, aus der man y berechnen kann: 
46y2 — I6y* + 180y — 64y = 348 
oder: 

29y2 + 116y = 348 
und 

y2 + 4y = 12 

also: 

y x = +2, y a = — 6 und a?j= + 3 f a? a = — 9 



/ 



Aufgabe 68. 

a? 2 — y 2 = xy und a?-f-y = 1 



/ 



Auflösung. Dividiert man die erste durcA 
die zweite Gleichung, so wird x — y = /y f 
da nun y = 1 — x ist, so ergibt sich:/ 

a? — l-\~x = x — a? 2 oder a? 2 -|-a? =?1 



38 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



-i±ivT 



2 



2 



Probe« Ist: 
x = 

dann wird: 

ferner ist: 

7 _ 3 /5 - 
4 = 2+T^ 6 



,.«•*• ^+» 



2 



demnach: 



x t — y« ~ — 2 ± \/~6 
Endlich ist: 

xy = i (— 3 + 3 V*>± Yh - 5) 



also ebenfalls: 



= -a±l/5 



Aufgabe 69. 

xy = (a? — y + 2)(ar — y 



-1) 



* ■ y _ # i y 



ir+4 



4 + 8 



Aufgabe 70. 

5a> + 2 



2" + ¥- 4 



Aufgabe 71. 

2« — 4 . 3y — 6 
+ - 



« + 4 y 

# — y-j-6 



3 
2 



demnach : 



und 



1 _rs- 



«ki = —5- + -s- V^5 



2~2 



Man kann in diesem Falle auch die in 
Abschnitt d) entwickelte Methode anwenden. 
Setzt man x + y = z und x — y = «, so 
wird: 

2# — «2 
*«M = - 

4 

oder da z = 1 ist: 



oder: 



4w = 1 — 1*2 und «* 8 -[- 4m = 1 



w = — 2+ 1/5 

durch Addition und Subtraktion der Werte 
von z und u bekommt man dann ebenfalls 
x und y. 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
bekommt man x = y ; substituiert man dies 
in die erste Gleichung, so wird: 

a£ = — 2, also a? = + |/^2 

und ebenso: 

y = ± /^ 



Auflösung. Die erste Gleichung lässt 
sich umformen in: 

6y2 — 6a?y + 28y — 5a? = 

Durch Substitution des aus der zweiten Glei- 
chung gewonnenen Wertes: 

2 
* = 8-- g-y 

bekommt man nach den entsprechenden Um- 
formungen: 

5 



y 2 --g-y = 4 



und daraus: 



y\ = 3, y a = — y 



Demnach wird: 



&! = 6, a? 8 = 8 



8^ 
9 



Auflösung. Die erste Gleichung lässt 
sich umformen in: 

a?y — 8* — 2y = 12 

Aus der zweiten Gleichung ergibt sieb: 

a? = 3y— 10 



r 
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Durch Substitution dieses Wertes bekommt 
man für y die Gleichung: 

y2 — 7y = — 6 
demnach wird: 

y x = 6, y 2 = 1 und x t = 8, a? 8 = — 7 

Die Bestimmungsgleichung für y ergibt 
sich am einfachsten, wenn man x = 3y — 10 
mit y multipliziert und dann den Wert: 
xy = 3y* — lOy neben a? = 3y — 10 
in die Gleichung: 

a?y — 3a? — 2y = 12 

substituiert. 



\ 



Aufgabe 72. 



a? 2 4" ** + ^ 



y 2 -+-y + i 

a? + 3y . 2a? — y 

K I Ä 



13 

7 



Aufgabe 73. 

** + y2 + l 



y 2 -f- a? -|- 1 

.*!__ y_ 
2 4 



3 
2 



und 



Aufgabe 74. 

X*-\-y* = 5(a;-}-y) 



g + y __ 



x — y 



= 2 



Aufgabe 75. 

x2 + y* = 6~(a? + y) und Ü±2- 




3 



Auflösung. Aus der ersten Gleichung 
bekommt man: 

Die zweite Gleichung ergibt: 



37 



__ 20 — y 

~~ 2 



substituiert man diesen Wert, so erhält man 
nach der erforderlichen Reduktion: 

51y 2 + 94y = 392 

Daraus dann: 

y x = 2 y a = 

und 



51 



a? x = 9 a? 3 = 11 



47 
51 



Auflösung. Durch eine ähnliche Rech- 
nung wie bei Aufgabe 72 gewinnt man die 
beiden Gleichungen: 

x % — 2y 2 — 3a? ±= 2 und y = 2a? — 8 

daraus dann: 

7*2— 61a? = — 130 
demnach : 

26 



und 



x x = 5 a? 2 = 



y» = 2 y 8 = — y 



Auflösung. Substituiert man den aus der 
zweiten Gleichung gewonnenen Wert a?=3y 
in die erste Gleichung, so wird 10 y 2 = 20 y, 
demnach: 

y 1= =0 y 2 = 2 

x x = x 2 = 6 



und 



Auflösung. 

a? = 7 y 



,«rU 



•^ 



Nl 



J 

1 

' • "Jil 



: 1 



...^ 






1 . V; 
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Aufgabe 76. 

a .2 + y2 = n4-(a ? + y) und 5±£ = -| 



8 

Aufgabe 77. 



x — y 



3y + l _ 



3(a? — 2y) a? + 2 



2^3 



y _ 



1 
5 



Erkl. 57« Aus: 

83y2 -j_ I38y = 1161 

bekommt man: 

y = --g|-±-^-V 1161.83 + 69* 

= -^- (— 69 + 1/96363 -f 4761) 
oo 

= -^(-69+1/101124) 



also: 



= ■§3 (~ 69 ± 318 > 

249 n , 387 

^ = -83" = 3 ™*yt = — ar 



Aufgabe 78. 

3a? + y + l 
2a: — y + 1 



+ 



2a? + y + 3 _ 
a? + y-2 

» — y = 



5 
3 



Aufgabe 79. 

* 2 + y 2 + * + y = 32 und 3a? 



= 4y 



Auflosung. 

a? = 13 y = 3 



Auflösung. Die Umgestaltung der ersten 
Gleichung gibt der Reihe nach: 

a? 2 + a?y + a? -}- 2a? + 2y -f- 2 — 9a?y — 3a? 

+ 18y*-f- 6y = 3a?«— 6ary -f 6a? — 12y 
— 2a?* — 2a?y + 18y 2 — 6a? + 20y = —2 
a?« + a?y — 9y* + 3a? — lOy = 1 
Aus der zweiten Gleichung bekommt man: 

30 — 2y 



x = 



Die Substitution dieses Wertes ergibt dann: 

900-120 y + 4 y * 30 y -2,* fly0 3Q 

9 3 

_2y — 10y = 1 
oder: 

900 — 120y + 4y2 -f 90y — 6y* — 81 y* + 270 

— 18y — 90y = 9 

Man kann daher y berechnen aus der Glei- 
chung: 

83y2-fl38y = 1161 

Man bekommt (siehe Erkl. 57): 

Q a 387 , 55 

y 1== 3undy 2 = -_ = -4 — 

demnach : 

Q . 1088 1Q 9 

a? 1 = 8und^ 2 = - w - = 13 w 



Auflösung« Aus der Umformung der 
ersten Gleichung gewinnt man die Normal- 
form: 

3a?* + a?y— 6y2 — 18a?+18y = 11 

Durch Substitution von x = y -j- 3 erhält 
man dann für y die Gleichung: 
y2 — 21y = — 38 

und daraus die Werte: 

y t = 19 y 2 = 2 
also: 

x x = 22 und a? 2 = 5 



Auflösung. Durch Substitution des Wertes; 



4 
x = — y 



Vi 



erlangt man die Gleichung: 

25y* + 21y = 288 
demnach ist: 
= 3 y 2 = — 3,84 und x l = 4 x 2 = — 5,12 



■J A J 
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Aufgabe 80. 

ax* + 3 (6 — a) xy — by* = (a — &)» 

ar + y a + & 

a? — y a — 6 



AuflÖBung. Die zweite Gleichung gibt: 

a 

substituiert man diesen Wert in die erste 
Gleichung, so bekommt man: 

. y 2[ a 8 + 3 a &(fc__ a )_ &8]:=&2( a _&)8 

oder: y* (a — ft)s = &2 ( a __ &)* 

alS0: y2 = &2 und y„ = ±6 

daher: . 



Aufgabe 81. 

(x + y + l)* + (x-y + l)* = W Auflösung. Aus der ersten Gleichung 

a? + 2y =z 5(a? — y) gewinnt man die Normalform: 

a?2 + y« + 2a? = 79 
aus der zweiten Gleichung ergibt sich: 

4 



daher ist: 



y = Y X 



*» + -^r* B + 2* = 79 

49 



66a* + 98a?:=3871 



oder: 

demnach: 
x = -l-(-49 + V r 3871.65 + 492) = J^(—49± 1/561615 + 2401) 

= -^-(- 49 ± V254016) = -L(_49±504) 



65 



65 



daraus: 



also: 



x* m » • fl/o ' ■ 



yi = 4 y 2 = — 



553 
65 

316 
65 



Aulgabe 82. 

3a? + 2y 



4tx 

5a? + 4y 



__ 29+4a? 



= y — 



— y 



12 



Auflösung. Normalform der ersten Glei- 
chung : 

2a?2 — 6a?y + 19a; + 3y = 

Substitution von: 

5 

aus der zweiten Gleichung: 

2a?2— -10a?2 + 19ar + 5a; = 

8a? 2 — 24a? =; 

a?! = a? a = 3 

y 1 = y 2 = 5 



oder: 

demnach: 

und 



Aufgabe 83. 

4a? + 2y 



hx 

5(a? + y — 2) 



= 2y- 



4 + x 



7(2ar-3y + 2) 



Auflösung. Die Normalform der ersten 
Gleichung ist: 

5a?2 — 20a?y + 28 a; + 4y = 
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Aus der zweiten Gleichung ergibt sich: 



Erkl. 58. 
man: 

x = 



Aus 25*2— U2* = 48 bekommt 



y = 



___ 9* +24 



26 



25 ^ V 



1200 + 5041 
252 



also: 



= i (71 ± 1/62Ü) 
= i(71±79) 



x x = 



16 ^- = 6 



25 



a?o = — 



_8_ 
25 



Substituiert man diesen Wert, so bekommt 
man der Reihe nach: 

65*2 — 90 3* — 240* + 364* + 18a? + 48 = 

25*2 — 142« = 48 
Daher hat x (s. Erkl. 58) die beiden Werte: 

8 



x t = 6 und x 2 = — 



und für y : 



25 



Vi = 3 y % = 



964 
325 



Aufgabe 84. 

a?2 — y2-j-a. + y = 2a(26 + l) 

a? + y a 

x — y 6 



und 



Erkl. 59. Summiert man: 

(« + 6)2 = a 2 + 2a& + &2 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
ergibt sich: 

a — 6 



y = 



a + b 



x 



(a — 6)2 = — a 2 + 2a6 — 62 demnach durch Substitution dieses Wertes 
t ^ in die erste Gleichung:: 



4a6 



so bekommt man 
Ferner ist: 

(a + 6)(a — 6) = a2 — 62 
addiert man (a + 6)2 = a* + 2a6 + 62 



a* 



(a + b) 



— Ä\2 a — 6 



x* + x + 



a + 6 



* = 2a(26+l) 



so erhält man als Summe: 2a» + 2 ab 

= 2a (a+6) 

Die Gleichung nimmt also die Form an: 

4a6*2 + 2a(a + 6)a?=2a(26 + l)(a + 6)2 

oder da man noch durch 2a dividieren kann: 
26*2 + ( a + 6)ar = (26 + l)(a + 6)2 



oder wenn man mit (a + b) 2 multipliziert: 
«2 [( a + 6)2 — (a — 6)2] -f- x [(a + 6)2 

+ (a + 6)(a — 6)] = 2a(26 + l)(a + &)* 

Diese Gleichung vereinfacht sich (siehe 
Erkl. 59) in: 

26*2 + ( a + 6) x = (26 + 1) (a + 6)2 
Daher ist: 



r - <* + & r1 7 (26 + 1) (q + 6)2 (q+6)2 
"" 46 1 V 26 f 1662 

= ^-[-(a + t)+l/86(26 + l)(a + 6)2 + (a + 6)«J 

Nun lässt sich a-\-b als Faktor vor die 
Wurzel bringen, löst man dann unter der 
Wurzel die Klammer, so wird: 

x = -^-[— (a + 6) + (a + 6)V / 16 62 + 86+l] 

Ferner ist: 

1/1662 + 86 + 1 = 46 + 1 



daher: 



x = — -[- 
46 L 



= -i±Ar-i 



(« + *>± (• + »)(« + !)] = J ^[-1±(« + 1)3 



Demnach wird: 

* -a + 6 * - (a + 6)(46 + 2) _ (g+ 6)(26+l) 

*i-* + 6 *■ — 46 — 26 

und 

* — « o y» — 26 
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Aufgabe 85. 

(a — l)*t — (a + l)y« + (a — l)a? + (a+l)y Auflösung. Substituiert man den aus 

= 4(ö* — 1) der zweiten Gleichung gewonnenen Wert: 

*-y y = 7+T* 

in die erste Gleichung, so lautet diese: 

0— l)a* — ^^^ gg + fo — l)a? + (g — l)a? = 4(a2 — 1) 

Erkl. 60. Aus: Kürzt man die Gleichung durch a — 1 

x2 + (ß + !) * = 2 0* + !) 2 ^d multipliziert man mit a + 1 , so k®" 

ergibt sich: kommt man: 

F s*(a + l — a + l) + 9(0+l)* = 4(a + l)> 
Demnach lässt sich x berechnen aus der 

— - 2~ ^"" 1 ± V»;--— 2~ l— l±«*J a?« + (a + l)a? = 2(a + l)2 

daher: Ifan bekommt: 

* 1= =a + l unda? 9 = -2(a + l) a? 1 = a + l und *, = - 2 (a + 1) 

demnach ist: 

fi = « — 1 y 8 = — 2(a — 1) 






Aufgabe 86. 

a?« + a?y = 18 und 5a? + 3y = 31 Auflösung. Bei dieser und den folgen- 

den Aufgaben kann man neben der bisher 
angewandten Methode der Substitution auch 
den folgenden Weg einschlagen. Man mul- 
tipliziert die zweite Gleichung mit x und 
die erste mit 3, dann bekommt man: 

3a* + 3a?y = 64 
und 

Erkl. 61. Berechnet man x durch Sub- „ , ,. 6a?2 + 3 fy = 3 1 « 

stitution, so ergibt sich: Subtrahiert man jetzt die Gleichungen, so 

31 __ 5a? fällt xy weg und es bleibt eine Gleichung 

y = _ zurück, die nur x enthält, aus der man also 

demnach: x berechnen kann. Es wird: 



oder: 
also: 



^1-6*^ =18 
3a;* + 31« — 5a?* = 54 



oder: 
also: 



2*2 — 31a?=-54 

Die Gleichung ist also dieselbe, wie die in 
der nebenstehenden Auflösung gefundene. 



2a?« = 31a? — 64 
2a?» — 31a? = —54 

Ol i 

a? = -~- + -j- V— 432 + 961 

= "±7^4*- 



23 
4 



demnach: 



27 

a?« zzz 

1 2 



a? 9 = 2 



y findet man dann durch Substitution der 
für x gefundenen Werte in eine der beiden 
Gleichungen, Es wird: 

* = — Ifi-sr ** = 7 



6 



Aufgabe 87. 

xy = 16 und 4a? + 5y = 48 



Auflösung. In ähnlicher Art, wie in 
der Auflösung 2a, Aufgabe 86 gezeigt ist. 
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Aufgabe 88. 

x -}- xy = 20 und a? + y = 8 



Aufgabe 89. 

7a?2 — 4a?y = 15 und 3a?-{-2y = 17 



Aufgabe 90. 

4a? -f- 7y = 57 und 8a?y — y* = 63 



8a?y+Hy 2 

8a:y — y2 



kann man den Gleichungen folgende Gestalt 
geben: 

bxy z= 80 und 4x*~\-hxy = 48a? 

Daraus ergibt sich dann: 

4a?2 -f- 80 = 48a? oder x* — 12a? = — • 20 

demnach hat x die Werte: 

x x = 10 und a? a = 2 

für y findet man: 



Auflösung. Durch Multiplikation mit x 
wird aus der zweiten Gleichung: 

x*-\-xy = 8a? 

Subtrahiert man davon die erste Gleichung, 
so bekommt man: 
a?« — x = 8a? — 20 oder a£ — 9a? = — 20 
Es ist daher: 
x t = 6 a? 2 = 4 und y x = 3 y a = 4 



Auflösung. Die zweite Gleichung wird 
mit 2 x multipliziert und dann zur ersten 
addiert. Dann ist: 

13*2 = 34a: + 15 

Daraus ergibt sich: 

x t = 3 a? 2 = — 
und 



13 



Vi = 4 y* = 9 



13 



Auflösung. Die erste Gleichung lässt 
sich umgestalten in: 

= 114y, davon wird subtrahiert 
= 63 

Also ist 15y 2 = 114y — 63 oder 15y 2 — 114y = — 63 

Demnach: 

3 1 

y x = 7 y a = y und ^ = 2 a? 2 = 13-g- 



Aufgabe 9L 

a?* + 2a?y = 189 und a? + y = 5 
* a? — y 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
ergibt sich 2a? = 3y, demnach ist: 

4 
4a? 2 = 6a?y und 2a?y = — a? 2 

o 

Substituiert man dies in die erste Gleichung, 
so wird: 

7a?2 = 567 und ** = 81 

demnach: 

a? 12 = + 9 und y 12 = + 6 



r 
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Aufgabe 92. 

(2* + 3y)2 = 9y(y + ^-) 
5a? + 2y = 19 



Erkl. 02« Substituiert man den aus der 
zweiten Gleichung gewonnenen Wert von: 

19 — 5a? 

y = — 2— 

in die umgestaltete erste Gleichung, so be- 
kommt man: 

. , n 19 — 5a? 
a?2 + 3a? 5 = 27 

oder: 

2a?2-f-67a? — 15a?* = 54 

Daraus ergibt sich dann: 

13*2 _ 57 a? = — 54 

also dieselbe Gleichung für x, wie in der neben- 
stehenden Ableitung. 



Auflösung. Durch Auflösen der Klam- 
mern kann man die erste Gleichung auf die 
Form bringen: 

a?2 + 8a?y = 27 

oder wenn man mit 2 multipliziert: 

2a?a + 6a?y = 54 

Multipliziert man ferner die zweite ge- 
gebene Gleichung mit 3 a?, so bekommt man: 
15a?2-f 6a?y = 57 a? 

Subtrahiert man nun beide Gleichungen, so 
ergibt sich: 

13a?« = 57a? — 54 oder 13a?* — 57a? = — 54 
Demnach ist: 

+ 57 



a? 



26 



± V' 



54 . 57« 
13 + 262 



= 4ä ( 67 ± V— 2808 + 3249) 



26 



= ^( 57 ± V4S) = -~-(57±21) 



und 



x x = 3 x % = 1 



daraus dann: 



y 1= =2 y, = 6 



13 
26 



Aufgabe 93. 

xy + x = b und a? -f- y = a 



Auflösung. Durch Multiplikation mit x 
bekommt man aus der zweiten Gleichung: 



x 2 



xy = ax 
davon x 4- xy = b 



gibt x 2 — x = ax — b oder x 2 — (a -f- 1) x = — b 
demnach: 



'12 



= *±L±* [ Y(a + l)*-ib 



und 

?13 






Aufgabe 94. 

xy -J- a? = 42 und a? -J- y = 12 



Auflösung. Löst man die Gleichungen 
nach der in Aufgabe 98 angegebenen Art, 
so bekommt man: 

x x = 7 a?, = 6 

Jfi = ß y* = 6 



Aufgabe 95. 

a?y -f- a? = a und a?y — y = 6 



Auflösung. Durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen bekommt man zunächst: 

a?-f-y = a — b 



L 



H 
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und daraus: 

x 2 -f- xy = (a — 6) x 

Subtrahiert man davon: 

x-\-xy = a 

so lautet die Bestimmungsgleichung für x: 

aß — (a — 6 -+- 1) x = — a 

Demnach ist: 

und 



2 



2 



Aufgabe 96. 

a?y + a? = 21 und a?y — y = 12 



Auflösung. Wendet man auf die gege- 
benen Gleichungen die in der Aufgabe 95 
angegebene Methode an, so bekommt man: 

a?j = 7 ä? s = 3 
demnach: 
y x = 2 und y 8 = 6 



Aufgabe 97. 



1 A A 1 1 

x =r 4 und y = -^- 

y x 8 



Erkl. 63. Aus: 

32 y2 — 4y = l 
ergibt sich: 

y 16 ^ V 32 T 162 16 ^ V 
= -^-(l±3), also yi = -i 

und y 2 = — ~ 



9 



162 



Auflösung. Man kann die Gleichungen 
auf die Form bringen: 

xy — 4y = 1 
und 

a?y — -g-a? = 1 
Daraus folgt: 

4y = — x und x = 32y, also xy = 32y 2 

Substituiert man diesen Wert in die erste 
Gleichung, so kann man y berechnen aus 
der Gleichung: 

32 y* — 4y = l 
Man findet: 

1 A l 

ft = X y * = ~" TT 
demnach ist: 

x j = 8 und x % = — 4 



x 



Aufgabe 98. 

ax* + bxy = a(a* + b*) Aullösung. Multipliziert man die erste 

bx + ay — 2 ab Gleichung mit a und die zweite mit bx f so 

Erkl, 64. Aus: bekommt man : 
a;2( 2_&2)_j-2a&2tf = a2(a2 + &2) folgt: , a*x* + abxy = a2(a2-f 62) 

— gfr 2 U% ( g 2 -|- 52) g*W~ b*x* + abxy = 2a62a? 

— a 2_&2 ± V a 2 — &2 +( a 2— 62)2 Subtrahiert man, so ergibt sich für a? die 

ab 2 1 • ; Gleichung: 



«2 — 62 -t- a 2 — 12 
1 



o2 — 6« 
1 

2— J2 



(— a62 ± Ycfi) 
(—ab*±a*) 



a-2 ( a 2 — 62) + 2a62» = a* (a* + 6«) 
Daraus findet man für x (s. Erkl. 64): 



x 1 ■= a 



x 2 = 



__ — g(q2 + 6») 
«2 — 62 



r 
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Demnach ist: 

— a 6 2 -|- * 8 

o2 — b* 



a? 1= = 



a?,r= 



q2 — 6* 



__ fl (a2_.fr2) __ 

— a 2_ ^2 — 

_ — q(q2-f62) 

"" a 2 — 62 



a 



Aufgabe 99. 

2«* — 3a?y + 3a? — 2y = 16 
— 2a*-|-3a?y-j-a?4-3y = 2 



Aufgabe 100. 

3a?« — 4y2-j-7aj_6y = 38 
3a?2 — 4y2— 5a? + 2y = 10 



Aufgabe 101. 

X 2 — 2xy + 3y* — 4x + 5y = 6 
a? 2 — 2a?y + 3 y 2 ~ 5a? + 6 y = 4 



Da nun y nach der zweiten gegebenen 
Gleichung: ^ 2ttd _ >a; 

a 

ist, so findet man: 

2a6 — a6 , 
tfx = = & 

und 



a 



__ 2q6(q2 — b*) + ab(a* + b*) 

y *~~ a ( a 2_t2) 

— 2q8l> — 2q6« + a*b + ab* 
~~ a (q* — 62) 

3q»6 — ab» 6(3a« — 62) 



a (<*2 — 62) 



a2 — 62 



Auflösung. Durch Addition der beiden 
Gleichungen bekommt man eine Gleichung 
ersten Grades, nämlich : 

4a?-f-y = 18 

Substituiert man nun y = 18 — 4a? in die 
zweite Gleichung, so ergibt sich nach den 
entsprechenden Reduktionen: 
Ua* — 43a? = 52 
Demnach ist: 

13 



also: 



x i — 4 *2 — — -jj- 
y 1= =2 y a = 21~ 



Auflösung. Durch Subtraktion der zweiten 
von der ersten Gleichung bekommt man: 

12a? — 8y = 28 
und daraus: 



V = 



3a? 



2 



Ferner ergibt sich durch Substitution dieses 
Wertes in die zweite Gleichung : 
3a?2 — 20a? = —33 

Demnach ist: 

11 



also: 



x t = — a? 8 = 3 



y x = 2 jr, = 1 



Auflösung. Durch Subtraktion der bei- 
den Gleichungen bekommt man x — y = 2. 
Substituiert man x = y -f- 2, so ergibt sich 
für y die quadratische Gleichung: 

2y2-j- y=: io 

Demnach ist; 

1 



und 



y 1 = 2 y 2 = -2 



a?« — ^ a?n — — -— * 



2 



L 
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Aufgabe 102. 

x 2 + y2 + 2x = H6 

* 8 + y 2 + 2y = 112 



Aufgabe 103. 



4 + 2 



ar — 1 
24 



y+i 

8 



a? + l y — 1 



1 
1 



Aufgabe 104. 

(* + 2)(y-l) 

(*+i)(y + 3) 



110 
140 



Aufgabe 105. 

(* + 3)(y-4) = 6 
(* + 4)(y-3)=14 



Auflösung. Auch in dieser Aufgabe er- 
gibt die Subtraktion der Gleichungen 

x — y = 2, also x = y -f- 2 
Ferner erhält man durch Substitution: 

y« + 3y = 54, also yi = 6, y 2 = —9 
und 
x 1 — 8 a?j =r — - 7 



Auflösung. Bringt man die beiden Glei- 
chungen auf die Normalform, so bekommt 
man: 

xy — x — 5y = 3 

a?y+7a? — 23y = — 31 
Daraus dann durch Subtraktion: 
— 8a?-f 18y = 34 



und 



also: 



* = ST" 



substituiert man diesen Wert, so lässt sich 
y berechnen aus der Gleichung: 

9 y 2 — 46y = — . 5 

Es ist also: 

y, =+5 y % z=+ — 

und 

apj = + 7 x 2 = — 4 



Auflösung. Die Normalform der beiden 
Gleichungen heisst: 

xy — x + 2y = 112 
xy + Sx + y = 137 
Daraus ergibt sich durch Subtraktion: 

4a: — y = 25 und y = 4a? — 25 
also durch Substitution: 

4a?2 — 18a?= 162 
Demnach ist: 

__ 1 
a?! — 9 a? 2 — 4 -g- 

und 

jf» = n y 8 = -43 



Auflösung. Normalform der beiden Glei- 
chungen: 

a?y — 4a? + 3y = 18 

a?y— 3a?-f 4y = 26 
Daraus durch Subtraktion: 

x + U = 8 oder a? = 8 — y 
und durch Substitution: 

y2 — 15y = — 50 

Demnach: 

y, = 10 y, = 5 

x x = — 2 a?, = 3 



und 
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Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelang der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein, kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II* Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesse — 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ben 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen ge 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische i 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit «Angabe der Na 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfa 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledig 



thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. 
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lieber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. 
Aufgabe 106. 

(* — Vi(t-a) = -ab 



, ' , , , , , , Auflösung. Die Normalform der beiden 

£~ 5£ + 5 Z -x Gleichungen Visst: 



xg — oy + bx = 2ao 
*y — &y — «* = — 2nt 
Durch Subtraktion bekommt man: 
-y(a-b) + x( a + b) = iab 

Demnach ist: 

4a6 + (a- 6)y 
•- ^+6 

und wenn man diesen Wert in die erste 
Gleichung: substituiert : 

( "tV -)»+■»— 

Darans kann man für y die quadratische 
Gleichung 1 ableiten (s. Erkl. 65): 



— <°~ 6)'-a»ft , | / 8" & (" — *)* + (" ~ fr)' — *° & (" — fr) 2 + *" 
y_ " »(« — 6) ± V 4(«*-ft)s 

= a<«-») t (a ~ b)S ~ 2ah + V{ " ~ hy " + *" b iT ~ by + i "*^ 
[(„ _ (,)i _ 2ob -|- [(■ — b)S + 2*6]] 



- 2(a-6) 

Also: 

_ (« - 6)ä — 2a& + (« — ff + 2g& _ 
y *~ 2(»-*) -* 

Erkl. 66. Durch Multiplikation mit n -(- b und 
bekommt man ans: _ (a — &)* — 2a6 — (a— &)* — 2afc 

/*»» + (.-», A , »- «<._») 

V a + 6 ; WT ' _ — iab _ —2ab 

die Gleichung : 2 (a — 6) ~ a — b 

[4ab + (a — o)y — a*— afc](y + &) Substituiert man dieae Werte in die oben 

= ofr(«+6) für x gefundene Gleichung: 
4«6y + (a — fr)y B — o^y- «&y + 400* g = *afr+(« — fr)y 

4-6(o-fr)y — o»6 — o62 = a6(o+fr) a + i ' 

Ordnet mau nnn die Grössen nach y, so be- so bekommt man: 
kommt man: _ 4a b -j- (a — b) 1 _ 4ofc + o» — 2ab + 63 

( a _6)y!_(aS_4ob+6«)y = 2a6(a — 6) ** ~~ o + & — + 6 

oder: a a + 2 a & + b* , . 

a i-4ofc + b« J+6 = «+& 

' t. so kann man dafür auch schreiben: + 6 + 6 

y* — -i i— r y = 2a& 

Der bei der Auflösung dieser Gleichung 
ter der Quadratwurzel vorkommende Aus- 
ick: 

( a _6)*-f-4ofe(o — 6)* + 4o2&« 
' das vollständige Quadrat von: 

<« — 6)a + 2a& 

Metger, Gleiolinngen des zweiten Grades mit zwei nnd mehreren Unbekannten. 4 
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Aufgabe 107. 

x ( x ~f~ y) — a un ^ y (x -f- y) = ^ 



Erkl. 66« Eine zweite Lösung bekommt 
man, wenn man die beiden Gleichungen ad- 
diert; dadurch bekommt man: 

#2-f2a:y-f y 2 = a -f fc 
also : 

x-\-y = + Ya-\-b 



Aufgabe 108. 

x (x — y) = 40 und y (x — y) = 15 



Aufgabe 109. 

x(x — y) = 66 und y(x — y) = 30 



Aufgabe 110. 

a> 2 + Ixy = 120 und xy + 7y2 = 40 



Aufgabe 111. 

(x* + y*) 

(* 2 +y 2 ) 



x+y __ 

x — y 
x — y 

*+y 



a 



2 



= 62 



Auflösung. Durch Division der beiden 
Gleichungen bekommt man die Beziehung: 

x a 

Substituiert man nun: 

a 
x = T y 

in die zweite Gleichung, so wird: 

a 



daher : 

y 2 = 



y2 + y*=b 



und y 12 = + 



für x hat man daher die Werte: 

a 



*x* = + 



Ya + b 



Auflosung. Die Division der beiden 
Gleichungen gibt: 

8 



daher ist: 
8 



* = T y 



y* — y* = 15 oder — y* = 15 

und y 2 = 9, also : 

y 12 = i 3 und ar 12 = + 8 



Auflösung. 



yn = + 5 ^i2 = ± n 



Auflösung. Durch Division der beiden 
Gleichungen bekommt man x = 3y; sub- 
stituiert man diesen Wert in die zweite 
Gleichung, so wird 10 y 2 = 40, also y 2 = 4 
und y n = + 2 ; daher x 12 = ± 6. 

Eine zweite Lösung ergibt sich, wenn 
man die beiden Gleichungen addiert, nach- 
dem man zuerst die zweite mit 7 multipli- 
ziert hat. Man bekommt dann das volle 

Quadrat: 

«2 -f Uxy + 49 y2 = 400 

und daraus: 

* + 7y = +20 

Die Division dieses Ausdrucks in die beiden 
gegebenen Gleichungen gibt dann die obigen 
Werte für x und y. 



Auflösung. Dividiert man die beiden 
Gleichungen, so bekommt man: 

x + y , a , x a-\-b , a — b 

= + — oder — = — !— r und = — r-r- 

x — y — b y a — b a-f-b 



1 
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Substituiert man den positiven Wert in 
die erste Gleichung, so bekommt man zu- 
nächst: 

J[- 1 y 2 + y 2 = ab 

«v o w* • -* j- *» * Daraus ergibt sich: 

Probe« Substituiert man die rar x Si und ° , - 

y 84 gefundenen Werte in die erste Gleichung, y = -f- (q -— 6) "1/ — 



so bekommt man: 



— a 6 (q -+- 6) 2 — q & (q — 6) 2 

2 (q2-|- 62) 

— qft(2qg + 2&2) __»—«> 

2(q 2 + 6 2 ) " b ~~ a ~ 



a 

T 



Aufgabe 112. 

2(* + y) 2 = 8*+lly + 36 
3(* + y) 2 = 20*+16y + 15 



Aufgabe 113. 

(* + 2y) 2 = 3y 2 + 20*+13 
(y + 2*) 2 = 3*2 + 10y4-33 



und 



«it = ± (« + &)\A 



(a* + 62) 



q6 



2 ( a 2 _[_ 62) 

Bei Benutzung des negativen Wertes erhält 
man: 



und 



^4 = ±0*— &>y 



— ab 



2 (q2 + 62) 
— q6 



2 (q2 + 62) 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit 3 und die zweite mit 2, und 
subtrahiert dann, so ergibt sich die Gleichung 
ersten Grades: 

16a: — y = 78 oder y = 16* — 78 

Man erleichtert sich die Bechnung, wenn 
man die beiden gegebenen Gleichungen von 
einander abzieht und dann in 

(* + y)2 = i2* + 5y — 21 

den für y gefundenen Wert einsetzt. Es 
ergibt sich: 

289**— 2744* = — 6495 

und daraus : 

1299 
x x = 5 * 2 = 

demnach: 



289 



y 1 = 2 y 2 = - 



1758 

289 



und 



Auflösung. Die Gleichungen lassen sich 
umgestalten in: 

*2 + 4*y + y 2 = 20* + 13 

z* + 4*y + y 2 = 10y + 33 

Daraus gewinnt man durch Subtraktion den 
Wert y = %x — 2 und dann durch Ein- 
setzung in die erste Gleichung: 

13*2 — 36* = 9 
Demnach wird: 

*j = 3 * 2 = -j-g- 

und 

32 



Vi = 4 y 2 = — 



13 
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Aufgabe 114. 

3*(* + y) + 2y(2* + y) 



3a? + y _. 

2a? — y + 25 a? + 2y 



= 2 (bx — 1 — y + 25^ Gleichungen lautet: 

\ 2 J 8*»-|-7*y + 2y* — 

_ 2 und 



Auflösung. Die Normalform der beiden 



Aufgabe 115. 

(* + y+l)(2*-y)=120 
(2a? — 3y)(2ar — y) = 20 



6a? + 3y — 50 = 



3a?« + 7a;y + 2y*-- 4a? + 2y — 60 = 

Durch Subtraktion bekommt man daraus 
y = 2x und durch Substitution dieses Wertes 
in die erste Gleichung: 

25*2 = 50 und x 19 = + Y% 
Demnach : 

yia = ±2l/2 



Auflösung. Durch Division ergibt sich 
die Gleichung: 

x + V + 1 = 12* — 18y, also x = ^p- — 

Die Substitution dieses Wertes ergibt für y 
die quadratische Gleichung: 

135y2 + 64y = 2416 

und daraus die Werte: 

604 
tfi = * y* = - 

Demnach : 



»17* — — I Xa — — 



135 
— 1031 



135 



a?-|-y = 7 und xy = 12 



d) Aufgaben, die sich auf die Verbindungen x±y, x n ±y», xy zurückführen lassen. 

Aufgabe 116. 

Auflösung. Die allgemeinen Gleichungen 
x -\- y = a und xy = b sind in Aufgabe 18 
gelöst. Man bekam dort: 

*it = y(a+\A»2-4&) 

y J2 = 4 ( a + ^«^46) 

Setzt man a = 7 und & = 12, so wird: 

x 1% = -g- (7 + 1), also a?! = 4 und x 2 = 3 

ebenso bekommt man: 

y x = 3 und y 2 = 4 



Aufgabe 117. 

a? + y = 25 und xy = 150 



Aufgabe 118. 

x + y = 32 und xy = 231 



Aufgabe 119. 

* + ' = -l5" ^ * y = T2 



Auflösung. Wie in Aufgabe 116 er- 
gibt sich: 

x x = y 2 = 15 und x^=z y l =. 10 



Auflösung. Man bekommt: 
a? 4 = y 9 = 21 und a? 8 = y t = 11 



Auflösung. 

*i = y» = y nnd ** = yi = f 



J 
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Aufgabe 120. 

x + y = 0,5 und xy = 0,06 



Auflösung. 

x x = y, = 0,3 und x % = y x = 0,2 



Aufgabe 121. 

a?-j-y = 6 und xy = 13 



Auflösung. Wendet man die in Auf- 
gabe 116 angegebene Methode an, so be- 
kommt man: 

*» - y(6± V^36^62) = -I(ö± V^Tö) = 3 + 2* 

Ebenso bekommt man: 
*, = 3=F2t 



Aufgabe 122. 

xy __ 128 



8 



und 8(# + y) = 3a?y 



Auflösung. Aus der ersten Gleichung 
#y N ' " ergibt sich: 

a?*y* = 1024 oder xy = + 32 

Substituiert man diese Werte in die zweite 
ErkL 67« Setzt man in den Formeln der Gleichung, so bekommt man x + y = + 12. 
Aufgabe 116 a = — 32 und b = — 12, so Man hat daher zur Bestimmung von x und 
wird: y die beiden Paare von Gleichungen: 

* 84 = ~(-12± 1/1*4 + 128) * + y = 12 und a? + y = — 12 

* xy = 32 und a?y = — 32 

= y(- 12 +1/272) 



= -5-(- 12 ±4 VT7) = -6 + 2 1/17 



Daraus findet man dann die Werte (siehe 
Erkl. 67): _ 

x\ = 8 *, = 4 ar 84 = — 6 ± 2 \/l7 

y 1= =4 y 2 = 8 y 84 = - 6 + 2 v'17 



Aufgabe 123. 

x — y = 6 und a? y = 16 



Auflösung. Nach der in Aufgabe 19 an- 
gegebenen Auflösung bekommt man aus den 
Gleichungen x — y = a und xy = £ die 
Werte: 



und 



*„ = y(«+/" 2 + 4*) 



ftt 



= 4-(-«±v« 2 +±&) 



Setzt man nun a = 6 und & = 16 , so er- 
hält man: 

*i> = y(6± /1ÖÖ) = 1 (6±10), 

also: 

x x = 8 und a? 2 == — 2 

ebenso bekommt man: 

y x = 2 und y, = — 8 



Aufgabe 124. 



1 A 1 

x — y = -j- und a?y = ~ 



Auflösung. Wie in Aufgabe 123. 



*» — "2" *t — "" 4 



yi = 



* = -T 
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Aufgabe 125. 

x — y = 10 xy = — 34 



Aufgabe 126. 

a?2-f y 2 -j- flg uafl a?y = 16 



Auflösung. 



# lt = 5 + 3 » 
y 12 = — 5 + 3t 



Erkl. 68« Wendet man die in Erkl. 15 an- 
gegebene zweite Lösung an, so bekommt man: 

x = ±y -i- (68+ \/682 — 4-162) 
= +y -i- (68+ \/4624 — 1024) 



Auflösung. Die Auflösung der Glei- 
chungen x 2 -{- y 2 = a und xy = b findet 
man in Aufgabe 20. Dort ergab sich: 

x + yz= + Ya + 2b 
und ~~ 



also: 



= ±\/y (68 + 60) 

^12 = + 2 und # 34 = + 8 



a? — y = ± l/a — 26 

Setzt man a = 68 und £ = 16, so wird: 

x + y = + 10 und a? — y = +6 

Zur Berechnung von # und y hat man 
daher folgende Gleichungen: 

a? + y = 10 x — y = 6 

a? + y = 10 a? — y = — 6 

a? + y = — 10 x — y = 6 
a? + y = — 10 x — y = — 6 
Daraus ergeben sich dann die Werte: 
x x = 8 x 2 = 2 a? 8 = — 2 x A = — 8 
y 1= 2 y 2 = 8 y 8 = - 8 y 4 = - 2 



Aufgabe 127. 

x2 + y 2 + 265 und a?y = 132 



Auflösung. Wie in Aufgabe 126. Die 
positiven Werte der Unbekannten sind 11 
und 12. 



Aufgabe 128. 

a?2 + y2 = 490 und xy = 147 



Aufgabe 129. 

#2 + y 2 ~ 16 und xy = 10 



Aufgabe 130. 

x% + y 2 = a und # + y = b 



ErkL 69« Eine trigonometrische Lösung 
dieser Angabe findet man in Metgers Lehr- 
buch der Gleichungen dritten und vierten Gra- 
des u. s. w. in der Antwort auf Frage 23. Da 
die Gleichungen symmetrisch sind, so kann man 
die Unbekannten vertauschen (vergl. Erkl. 16). 



Auflösung. Die positiven Werte von x 
und y sind 21 und 7. 



Auflösung. Die ersten Werte von x und 
y sind 3 + / und 3 — i. 



Auflösung. Subtrahiert man die erste 
Gleichung vom Quadrat der zweiten, so be- 
kommt man 2xy = b 2 — a. Man hat also 
die Gleichungen auf die in Aufgabe 20 be- 
handelte Form gebracht. Subtrahiert man 
2xy von der ersten Gleichung, so bekommt 
man das Quadrat von x — y. Daraus er- 
gibt sich dann in Verbindung mit x + y — b : 

y»=y(*+ 1/2^62) 



Aufgabe 131. 

a?2-|_ y 2 = ioo a? + y = 14 



Auflösung. Mit Hülfe der in Aufg. ISO 
angewandten Methode findet man: 

x x = 8 yj = 6 x 2 = 6 y 2 = 8 



l 
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Aufgabe 132. 
Aufgabe 133. 

*s + j2 = 500 ar + y = 30 



Aufgabe 134. 

o , , 13 , 5 



Aufgabe 135. 

a?2 + y2 = 0,61 x + y = 1,1 



Aufgabe 136. 

*2_|-y2 = 42 a? + y = 10 



Aufgabe 137. 

x* -}- y3 = a x-\-y 



Auflösung. Wie in Aufgabe 131: 

*i = y 2 = 5 * a = yi = i 



Auflösung. 

*i = ^2 = 20 ^3=^1 = 10 



Auflösung. 



x x = y« = -g ^a = yi = -3- 



Auflösung. 

^1 = ya = °> 6 ^2 = yi = °> 5 



Auflösung. 



*n = ß±2».y,t = 5 + 2» 



: 1 Auflösung. Die dritte Potenz der zweiten 

Gleichung ergibt: 

ar> + 3s 2 y + 3*y 2 -|-y 3 = 6 3 ; 
subtrahiert man davon ji? + y 3 = a, so bleibt als 

Rest 



Erkl. 70. Eine zweite Lösung bekommt 
man, wenn man die erste Gleichung durch die 
zweite dividiert. Dann ist der Quotient : 

a 
x* — xy + y2 = __ 

subtrahiert man dies von: 

x* + 2xy+y*=: &2 

so ergibt sich ebenfalls: 

a &8 — a 
Sxy = ft 2 — oder xy = =- 

Wie in den Aufgaben 18, 20, 21 und 130 sind 
die Gleichungen symmetrisch. 



3a? 2 y + 3a?y 2 
Demnach ist: 



= b 3 — a übrig. 



und 
also: 



3a? y (x + y) = & 3 — <* 
3xy*b = 6 8 — a 



ary 



3b 



Man kennt jetzt a?-f-y und #y, kanü 
daher die in Aufgabe 18 angegebene Me- 
thode anwenden. 



Aufgabe 138. 

x* + y» — 91 nnd x -f- y = 7 



Auflösung. Da in diesem Falle a = 91 
und & = 7 ist, so wird: 

fr» — o _ 343 — 91 __ 

36 ~~ 21 — 

Es ist also, wie in Aufgabe 187 nachgewiesen 
wird, xy = 12, und da x-\-y = 1 gegeben 
ist, so bekommt man: 

x x — y 3 = 4 und x 2 = y t = 3 



Aufgabe 139. 

«3-j-y3 = 2331 und x + y = 21 



Auflösung. Wie in Aufgabe 138; man 
bekommt : 

x 1 = y 2 = 11 und a? 2 = y t = 10 
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Aufgabe 140. 

a;» + y8 = — 4 und x + y 



= 2 



Auflösung. Die Anwendung der in Auf- 
gabe 137 abgeleiteten Formeln gibt: 

a? 12 = 1 i i und y 12 = 1 + i 



Aufgab« ty}. 

«* + y* = a und x + y 



= & 



Erkl. 71. Aus: 

3?2-|.y2 = &2_2a;y 
bekommt man durch Quadrieren: 

x* + 2a* y 2 -|- y4 = &4 — 4&2#y + 4a?2y2 

Setzt man nun a* + y 4 = a und ordnet dann 
die Gleichung, so ergibt sich ebenfalls: 
2a?2y2 — 4&2 X y = a — 6* 

Man bekommt zuletzt: 



^ = Y 6 ±V~T &2 ±V^¥ (&4 + a) 



Aufgabe 142. 

ar* -f y* = 2482 und x + y = 10 



Erkl. 72. Aus: 

aj2 y 2 _ 200 xy = — 3759 
ergibt sich: 

xy = 100 + \/— 3759 + 10ÖÖÖ 

= 100± 1/6241 = 100±79 



also: 
und 



1) . . . xy = 100 — 79 = 21 

2) ... xy = 100 -f- 79 = 179 



Aufgabe 143. 

# 6 -f- y 5 = a und # -|- y = b 



Auflösung. Es ist: 

(a: + y)2 = x * + 2xy + y* = &2 

daher: 

aj2-|-y2 = &2_2;ry 

ferner wird: 

(a?+y) 4 =: a^+4a^y+6a?2y2-|-4a?y8+y4 = &4 

daher: 

a?4 + yi= 64_4a;y(a:2 + y2) — 6a?2 y 2 

oder wenn man für x 2 + y 2 den obigen Wert 

substituiert: 

x* + y* = a = 64 — 4a:y (62 — 2a?y) — 6a?2 y 2 

und 

— 6*2y2 + 8«2y2 — 4&2 X y = « — 6* 

oder: 

2:*2y2_ 462^ — a _ &4 

Aus dieser Gleichung lässt sich dann #y 
berechnen. Man hat also nunmehr die Auf- 
gabe auf No. 18 zurückgeführt. 



Auflösung. Daa = 2482 und b = 10 
ist, so ergibt sich: 

a — 6* = 2482 — 10000 = — 7518 

Die Bestimmungsgleichung für xy lautet 
daher* 

2a?2 y 2 - 400a?y = — 7518 
oder: 

a?2 y 2 — 200a?y = — 3759 

Man gewinnt darauf für xy die Werte 
21 und 179, hat also nun zu verbinden: 

1) . . . x-\-y = 10 und xy = 21 
daraus ergibt sich: 

x x == y 2 = 7 und a? 2 = y t = 3 

2) . . . o? + y = 10 und xy = 179 
daraus findet man nach der in Aufgabe 18 
entwickelten Methode: 



*84 = 6 ± V— 154 und y 84 = 5 + \/— 154 



Auflösung. Erhebt man a? + y = b auf 
die fünfte Potenz und zieht dann: 

a? 5 -{- y 6 = <* 
ab, so bekommt man: 

5ar*y + 10a*y2 + 10a?2y3 4- 5a?y* = && — a 
oder: 

5a:y (*# + y 3 ) -f 10*2 y2 (a? -f y) = 6^ ^- a 



1 



J 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom «weiten Grade mit zwei Unbekannten. 57 



f 



Erkl. 78. Aus: 

x-\~y = b 
ergibt sich: 

a* + 8**y + 3*y* + y« = b* 
daher: 

s8 + y8=r fr» — 3a?y (x + y) 

= 6« — Sbxy 



Aufgabe 144. 

a* + y& = 3368 ar + y = 8 



Erkl. 74. Aus: 

a^y* — 64a?y = — 735 

ergibt sich: 

xy = 32 + V— 785 + 1024 





= 32 


+ ^289 = 


= 32± 


17 


Demnach : 












1) 


• • • xy — 


15 




und 












2) 


• • • x y — — 


49 





Aufgabe 145. 

** + y 2 = a un d a? — y = 6 



Substituiert man nun: 
# + y = 6 und ** + y 8 = b* — &bxy 
(siehe Erkl. 73), so ergibt sich ferner: 
5a?y(&» — 36a?y) + 106a?2y2 = && — a 

oder: 

5&*a?y — 15fra 2 y 2 -+- 10 & **y 2 = &* — a 

Ordnet man nun nach xy, so bekommt man: 

5da? 2 y 2 — 56*a?y = a — b* 
oder: 

a — fc* 
# 2 y* — b 2 xy = — =-r — 

und aus dieser Gleichung lässt sich wieder 
xy berechnen. 



Auflötung. Es ist: 

a = 3368 und b = 8 
also: 

&2 = 64 und b* = 82768 

die Bestimmungsgleichung für xy lautet also 
(vergl. Aufgabe 143): 

* » «>i 3368-32768 
a? 2 y 2 — 64 xy = 



40 
-29400 

40 



= —735 



Für xy lassen sich daraus die beiden 
Werte 15 nnd 49 berechnen. Man hat da- 
her zu verbinden: 

1) . . . x-\-y = 8 und xy = 15 
hieraus ergibt sich: 

x l = 5 und y l = 3, x % = 3 und y, = 5 

2) . . . ar + y = 8 und xy = 49 

Es ist: 

a? 2 + 2a?y-f-y 2 = 64 

Subtrahiert man davon 4xy = 196 und 
zieht die Wurzel, so bekommt man zunächst: 

x — y = i \A- 132 = ± 2 ^/— 83 
Demnach: 



^84 = 4 ± l/— -83 und y S4 = 4=£ /— 33 



Auflösung. Es ist: 
jr 2 — 2a?y + y 2 =• i 2 , subtrahiert man davon 
a? 2 +y 2 = a i B0 erhält man: 

— 2a?y = b 2 — a oder 2xy = a — 6 2 

demnach ist: 

#2-+-2#y-}-y* = 2a — fc 2 
und 

Dies in Verbindung mit x — y = b, gibt 
dann die verlangten Werte: 
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12 = i 0>± Y&-&) 



und 



x 



y 12 = -i-(-6±\/2a-^P) 



Aufgabe 146. 

% 2 + y 2 = ^8 un< l a? — y = 4 



Auflösung. Wendet man die in Auf- 
gabe 145 abgeleitete Formel an, so bekommt 
man, da a = 58 und b = 4 ist: 

*i2 = 1(4+ 1/116 - 16) = i-(4+ l/IÖÖ) = 4"(4±10) 



2 v -~ r m ' — 2 
demnach : 
#! = 7 a? 2 = — 3 und y 1 =. 3, y 2 = — 7 



Aufgabe 147. 

x 2 — y2 = a U nd # -|- y = & 



Auflosung. Die Division der beiden 
Gleichungen gibt: 

a 

verbindet man dies mit x-\-y = b, so wird: 

* = -ST- ^ ^ = -5T- 



Aufgabe 148. 

a;2 — y 2 = 36 und a? + y = 18 



Aufgabe 149. 

x 2 — y2 = a un d o? — y = b 



Auflösung. Da x — y = 2 ist, so wird 
a? = 10 und y = 8. 



Auflösung. Durch Division der beiden 
Gleichungen bekommt man in diesem Falle: 



x + y = 



a 



daher mit Hülfe von x — y = b: 

a + 5* , a — 62 

a? = — «-. — und y = 



26 



26 



Aufgabe 150. 

«2 __ y % = 63 und a? — y = 3 



Auflösung. Man bekommt: 

#-f y = 21 
daher: 
x = 12 und y = 9 



Aufgabe 151. 

#3 — yS ==a # — y = 6 



oder: 
demnach : 



Auflösung. Die dritte Potenz von x — y 
= b lautet: 
#3 — 3» 2 y + 3a?y 2 — y3 = 6 8 ; subtrahiert man davon 
a? 8 — y 8 = a, so ergibt sich 

— Sxy(x — y) = 6 8 — a 

— Sbxy = 6 8 — a 

a — 6 8 

Aus diesem Werte von xy und aus 
# — y = b kann man nach Anleitung von 
Aufgabe 19 x und y berechnen. 
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Aufgabe 152. 

a£ — y> = 331 x — y = 1 



Auflösung. Wendet man die in Auf- 
gabe 151 entwickelte Formel an, so hat man 
zu setzen a = 331 und b = 1 ; demnach ist: 



xy =z 



331 



= 110 



Aus x — y = 1 erhält man: 

a?2_ 2a:y-|-y2 — 1 

addiert man dazu 4xy = 440, so wird: 
a?2 + 2a?y + y 2 = 441 und x + y = ±21 
Es ist also: 
x t = 11, y l = 10 und x 2 = — 10, y a = — 11 



Aufgabe 153. 

Auflösung. Aus x — y = b bekommt 
man: 
(x — y)* = a* — 4a? 8 y -f- 6a? 2 y2 — 4a-yS -j- y4 = fc< ; subtrahiert man 

x* +y* = <*> so bekommt mau 

— 4a?y («2 -f- y 2) 4- 6a?2 y 2 = &4 _ a 

Nun ist ferner: 
Erkl. 75. Aus a?2 -f- y2 = 52 _j_ 2*y ergibt a* -f- y2 ~ ( x _ y )2 -(- 2a?y = b* + 2xy 
sich durch Quadrieren: Daher: 

a* + 2*2 y2 + y 4 = 6 4 + 4^+4*2^2 _' 4a?y ( 62 + 2 *y) + 6.r2y2 = 6* -- a 

oder da x* -f- y* = a ist : oder : 

a -f 2a?2 y 2 = &4 -|- 462*y -(- 4a>2 y 2 — 4&2a:y — 8*2 y2 -j- 6a?2 y 2 = 64 — a 

Ordnet man nun die Grössen nach xy, so also: 
findet man dieselbe Gleichung, die im Text ab- 2x*y*-\- 4 b* xy = a — 6* 

geleitet wurde. Hieraus lässt sich xy berechnen und dann 

in Verbindung mit x — y = b nach Anlei- 
tung von Aufgabe 19 x und y. 



Aufgabe 154. 

#*-f-y4 = 4721 und x — y = 3 



Erkl. 76« Aus x — y = 3 bekommt man: 
x 2 — 2a?y + y 2 = 9; addiert man dazu 

4xy = — 232, so bekommt man 

a?2 + 2a?y + y2 = — 223 

oder: 

*+y = ± Y— 223 

Verbindet man dies mit x — y = 3, so ergeben 
sich durch Addition und Subtraktion die Werte 
von x und y. 



Auflösung. Da a = 4721 und 5 = 3 
ist, so wird a — 5 4 = 4721 — 81 == 4640; 
es lautet also die Bestimmungsgleichung 

für xy: 

2x*y* -f 36a?y = 4640 

Man bekommt daraus für xy die Werte 40 
und — 58, hat also zu verbinden : 

1) ... xy = 40 und x — y = 3 
daher: 

x t = 8, y 1 = 5 und x 2 = — 5, y, = — 8 

2) . . . xy = — 58 und x — y = 3 

Daraus gewinnt man dann (siehe Erkl. 76) 
die Werte: 

*s4 = 4-(+3±V /:=:: 223) 



2 



y 8 4 



= y(-»± /-MB) 
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Aufgabe 155. 

a? 5 — y & = a und x — y = b 

Erkl. 77. Dividiert man a? 5 — y 5 = a durch 
a? — y = 6, so bekommt man : 

x* + x*y + x*y* + xy* + y* = y 

Nun ist: 

{x — y)* = a?* — 4a? 3 y -f- 6a? 2 y 2 — 4a?y 3 + y 4 
= 6* 

subtrahiert man diese Gleichungen, so bleibt: 

a — fc 5 
5a* y — 5.r 2 y 2 + 5a?y 3 = - 



oder : 



5a?y (a? 2 — a?y + y 2 ) = 



b 



Da nun: 
a? 2 — xy + y 2 = (a? — y) 2 -f- a?y = fc 2 + a?y 
ist, so bekommt man durch Substitution dieses 
Wertes : ö _ ft5 

5a?y(& 2 -f#y) = 

oder: 

x*y* + b*xy = 



Auflösung. Aus # — y = & bekommt 
man: 

(a? — y) 8 = a? 8 — 3a?y (a? — y) — y 8 = & 8 

daher: 

a? 8 — y 8 = & 8 -}-3&a?y 
Ferner: 

(a? — y) 5 = a* — 5a*y -f 10a* 8 y 2 — 10ar 2 y 8 

-f- 5a?y* — y 6 = && 

Subtrahiert man davon # 5 — y 5 = a, so bleibt: 

— 5a?y (a? 8 — y 8 ) + 10a? 2 y 2 (a? — y) = b b — a 

oder mit Benutzung des oben für x* — y 9 
abgeleiteten Wertes: 

— 5a?y (& 8 + Sbxy) + 10 bx*y* = && — « 

Löst man die Klammer und ordnet man 
die Grössen nach xy, so bekommt man für 
dieses Produkt die Bestimmungsgleichung: 

x*yz+b2xy==^^^ 



b 
a — b* 



bb 
Aufgabe 156. 

a* — y5 = 2882 x — y±=2 



Erkl. 78. Aus x — y = 2 ergibt sich: 

a? 2 — 2a?y-j-y 2 = 4; addiert man dazu 
4a?y = — 7 6, so bekommt man 

a? 2 + 2a?y + y 2 = — 72 

also: 

*+y = ± 6 V 1 -* 



Aufgabe 157. 

x + y = « i/# + W = & 



Auflösung. Da a = 2882 und & = 2 
ist, so wird: 

a — && 2882 — 32 

-5T- = lö = 285 

Die Bestimmungsgleichung für xy (siehe 
Auflösung von Aufgabe 155) heisst also: 

x*y* -f- 4a?y = 285 

Man bekommt daraus für xy die Werte 15 
und — 19, ha£ also folgende Gleichungen zu 
lösen. 

1) ... xy = 15 und x — y = 2 

man findet: 
a?! = 5 y 1 = 3 und a? 2 = — 3 y 2 = — 5 

2) . . . xy = — 19 und a? — y = 2 
Man bekommt zunächst (s. Erkl. 78) : 

und dann in Verbindung mit rr — y = 2 
durch Addition und Subtraktion: 

^34 = 1+3 V^ 

y84 = — ±31^2 



Auflösung. Man setze \/a; = s und 
yy = *, dann ist x = z 2 und y = £ 2 und 
die gegebenen Gleichungen nehmen die Form 
an z 2 -j- t 2 = a und z -f- 1 = 6. Diese aber 
lassen sich nach der in Aufgabe 21 ent- 
wickelten Methode lösen. 
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Anmerkung 7. Die in Aufgabe 157 angegebene Methode kann man immer dann an- 



n 



n 



wenden, wenn die Unbekannten in den Verbindungen x+y = a und \Z# + Yy = b 
gegeben sind. Gleichungen dieser Art werden sich immer dann lösen lassen, wenn 
man sie auf eine der bisher behandelten Verbindungen zurückführen kann. Wir 
geben zur Erläuterung noch ein Zahlenbeispiel. 



Aufgabe 158. 



x — y = 211 und Yx — Yy = 1 
Erkl. 79« Berechnet man: 

-i.(i+8 Y=iy 

nach der Formel: 

(a + b)* = a* + 5a*& + 10a«&* + 10a» 6« 

H-5a&4 + 6* 
so bekommt man: 

32 



Auflösung. Setzt man: 

5 _ 5 — 

Yx = z und Yy = * 

so ist sc = s 6 und y = t b , und man be- 
kommt die Gleichungen: 

g i _ *5 = 211 und « — t = 1 

Auf diese kann man aber die in Aufg. 155 
entwickelte Methode anwenden. Dann be- 
kommt man für zt die Gleichung: 

z*t* + zt = 42 
~[l + 15y'^3+90(i/ =: 3) 2 +270(V r ^3) 8 und daraus für zt die Werte 6 und —7. 

Nun ist- + m (V=W + 243 (V=sY] ***??:.— **.-=! 

( •=!)* = 9, (!/=8) 5 = 9/-3 2)...*< = -7und*-*=l 

setzt man diese Werte ein, so bekommt man: We8 ^ für g Bnd , ^ Werte . 

1 (1 + 15 \^8 — 270 — 810 V' 11 » + 3«46 

32 +2187 Y=$) M - 2 

= 1(3376 + 1392 1/^3) Bnd j 

32 '« = ^(-1 + 3 1/^8) 

= 2" (211 + 87 l/— 3) Da nun a; = z 5 und y = <* ist, so De- 

in derselben Weise leitet man die andern kommt man: 
Werte von x nnd y ab. x, = 243 und *, = — 32 

y, = 32 und y, = — 248 

*u = 4-(l ±8 \ / =8) 5 = 4 (Ml ±87 V=B) 



= 4-(l±8V=8) 



32 



y S4 



= -^-(-1± 3 l^ 31 ^ 5 = 4(- 2n ±87 Y-3) (s. Erkl. 79) 



2 



Aufgabe 159. 



1 i ! 1,1 r 

x* ~ y2 # ~ y 



Auflösung. Setzt man: 



so ist: 



1 ^ 1 

— = z und — = t 

x y 

1 = «2 und -4- = * 2 



,2 



a?2 yi 

die beiden gegebenen Gleichungen lauten 
dann: 

z*-\-t* = a und z-\-t = 6 

Man löst sie nach der in Aufgabe 21 ent- 
wickelten Methode. 
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Anmerkung 8. In derselben Art, wie in der Auflösung von Aufgabe 159 verfährt man, 
wenn neben — + — noch die Summe und Differenz der reziproken Werte der dritten, 

x y 

vierten oder fünften Potenzen gegeben sind. Kann man die Gleichungen dadurch 
auf eine der bisher behandelten Formen zurückführen, so sind sie nach den dort 
angegebenen Methoden lösbar. Wir begnügen uns wieder mit einem Zahlenbeispiel. 



Aufgabe 160. 
1 1 _ 33 
afi + y 5 "" 1024 



x y 4 



Erkl. 80. Aus z + 1 — -j- folgt : 

z* + 2zt-\-t* = 
subtrahiert man davon 4z t = 

«0 ergibt sich z 2 — 2z t -f- 1 2 = 

oder z — t • = + 



16 
1 



addiert und subtrahiert 
man dazu 



z-\-t = 



16 

J_ 

4 

3 



so bekommt man die Werte z 12 und t 12 
Subtrahiert man dagegen von 

z* + 2zt + t* = 9 



4zt = 
«o bekommt man: 

z* — 2zt + t* = — 
und 



16 

7 
4 

19 
16 



*-t = ±±V' 



19 



und dies gibt in Verbindung mit 
<lie Werte s 84 und t 8i . 



8 



Auflösung. Setzt man: 

— = z und — = t 
x y 

so lauten die Gleichungen: 

33 3 

2-5 _}_ ^5 == xmd z -4- 1 = — 

~ 1024 ~ 4 

Man benutzt daher zur Berechnung von zt 
die in Aufgabe 143 abgeleitete Gleichung: 

a — b* 



Da: 



5b 



z*t* — b*zt = 
a== lÖ24 Undfe = T 



ist, so heisst die Gleichung in diesem Falle: 

33 243 

7 



2**2 — 



9_ 

16 



ar* = 



1024 1024 
15 



128 



1 7 

Demnach hat zt die Werte -ö- und -jg- 

man hat zur Berechnung von z und t: 

1) . . . z-\-t = -j- und zt = -77- 

4 o 

dies gibt: 

«i = h = -g" und *t = h = X 

3 7 

2) . . . z + t = -T- und s-£ = - rs - 
1 4 16 

hieraus findet man: 



und 



'84 



und 



= y( 3 ±\ / -19) 



1 /«-^ 



^ = -g-( 3= FV' :=r i9) 



Da nun: 



ist, so wird: 



— = z und — ?=. t 
x v 



^84 1 



1 A l 

x = — und y = — 

z t 

demnach : 

x t = 2 und ar 8 = 4, y t = 4 und y, = 2 
ferner: 

8 (3=T V^ 1 ^!!)) __ 8(3 + 1^19) 

^ 28 



A( 3±]1 /Zri9) 3+/- 19 (3 + \/=19)(3+>/=ri9) 
8 

= -I (3 + i/ 11 "!»). Ebenso ergibt sich : y 84 = 4 ( 3 ± V^ 11 ^) 
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Aufgabe 161. 

x*-\-y 9 = a 
xy(x + y) = b 



Auflösung. Multipliziert man die zweite 
Gleichung mit 3 und addiert sie zu der ersten, 
so bekommt man die vollständige dritte Po- 
tenz von x-\-y. Es ist dann: 

x* + 3x*y-\-3xy* + y* = a + Sb 
daher: 3 

x + y = Ya + Sb 

Dividiert man nun dadurch die zweite Glei- 
chung, so bekommt man: 

b 



Ya + Sb 

kann also jetzt nach der in Aufgabe 18 ent- 
wickelten Methode die Unbekannten be- 
rechnen. 



Aufgabe 162. 

a* + ys = 91 Auflösung. Da a = 91 und b = 84 ist, 

xy(x + y) = 84: so wird nach der in der Auflösung zu Auf- 

gabe 161 gegebenen Ableitung: 

s 

x + y = t/343 = 7 

m . , M ~ XTT , . , Demnach ist «y = 12 und daraus ergibt sich: 

Erkl. 81. Die imaginären Wurzeln sind * _ __ ° 

berechnet in Metgers Lehrbuch der Glei- x \ — Vi — 4 x t — V\ — 3 

chungen dritten und vierten Grades u. s. w. in Weitere Werte findet man, wenn man be- 
den Antworten auf die Fragen 21 bis 23. rücksichtigt, dass 

3 

1/343 

ausser der reellen noch zwei imaginäre Wur- 
zeln hat. 



Aufgabe 163. 

x 9 — y s = a 
xy(x — y)=zb 



Auflösung. Subtrahiert man: 

3xy (x — y) = 3b von a? 3 — y 3 = a 

so bekommt man: 

a? 3 — 3a? 2 y + 3a?y2 — y s = a — 3&] 

oder : 3 

(x — y)» = a — 3b und x — y = Y* — 3 b 

Daher ist: 

b 
xy = 

Ya — 3b 

die Aufgabe ist also nach der früher .(in 
Aufgabe 19) gegebenen Methode zu lösen. 



Aufgabe 164. 

X* — y* =. 56 
xy (x — y) = 16 



Auflösung. Man bekommt: 

(x — y)3 = 56 — 48 = 8 
also: 

x — y = 2 und xy = 8 
daher: 

a?, = 4 #j ■=. 2 und a? 2 = — 2 y 2 = 



— 4 
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Weitere Wurzeln ergeben sich» wenn man 
die imaginären Werte von: 

3 

VT 
berücksichtigt (vergl. Erkl. 81). 



Aufgabe 165. 

(ar — y)(*2 + y2) = a 
{x — y)xy = 6 



Erkl« 82. Dividiert man die beiden Glei- 
chungen durcheinander, so bekommt man: 

* 2 + y 2 « „ * 2 + y 2 <* 
— -!-£_ = — oder L ^- — — 



xy o 2xy 26 

daraus ergibt sich dann nach einer bekannten 
Ableitung: 

a?g + 2a?y + y 2 _ o-f 26 

x*— 2xy-\-~&~ a — 26 
oder : 

x +y __ ± Y<*+2b 



x — y 
und daraus dann: 



\/a — 2b 

x_ _ + l/q + 26 + Ya — 2b 
y "" + v/« + 2&— l/a — 26 

Aufgabe 166. 

0-y)(a* + y2) = 148 
(or — y)xy = 70 



Aufgabe 167. 

a?s — y& = 26a?y und a? — y = 6 



Auflösung. Die beiden Gleichungen lassen 
sich umformen in: 
a-3 — x*y -|- a?y 2 — y 8 = a und # 2 y — xy 2 = b 

Multipliziert man nun die zweite Gleichung 
mit 2 und subtrahiert sie von der ersten, so 
bekommt man: 

a£ — 3a?*y + 3a?y*-— y» = a — 26 

oder: 3 

x — y = Y a — 26 
Daraus ergibt sich dann ferner: 

6 

*y = -ii 



y/a — 26 

Man hat daher die Aufgabe auf No. 19 
zurückgeführt. 



Auflösung. Man hat a = 148 und b = 70, 

daher zufolge Aufgabe 165: 

3 s __ 

x — y= \/l48 — 140= YS =2 

Femer ist xy = 35; demnach: 

x x = 7 y = 5 und a? 2 = — 5 y, = — 7 

Wendet man die in Erkl. 82 angegebene Me- 
thode an, so bekommt man, da: 

Ya+2b = \/288 = 12 Y* 
und 



ist: 



\/a— 26= 1/8 =2^/2 



a: +12 \/2 +2 \/2 7 . — 5 
— = ■= _ ^-= = -=- und 

y +12\/2— 2V2 5 — 7 

Substituiert man nun: 

7 A 5 

* = yy oder = —y 

in die zweite Gleichung, so erhält man die 
gesuchten Werte von y und x. 



Auflösung. Man hat: 
(x — y)« = sfi — 3a?2y -f- 3 jpy« — y« = 216 
subtrahiert man dies von: 

x* — y*=. 26 xy 




; • 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 
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der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel, kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer and Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 

4 

zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 

Techniker jeder Art. 

.» • 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 




Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

ireh jede Buchhandlung bezogen werden. 



lirlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



:'**%*: 
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Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 



1353. Heft. 



/^rem_ | Die Gleichungen des 2. Gr 

des Jfeftus .9 mit zwei lind mehreren l'nbekai 
V, «O CJkJ Forts, v. Heft 1352. — Seite 6: 



Grades | 

Unbekannten. |§ 




Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlun 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schal- & Selbstunterricht — 1 

Angabe und Entsleilung der benutzten Sätze, Formell, Regeln In Fragen nid Altsorten | 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, I 

au. »11, . Z.eig.n i 

der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen ja 

Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u, höheren Mathematik (höhere Analysis, a 

Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 9 

aus allen Zweigen der Physik, Meehauik, Graphostatlk, Chemie, Geodäsie, Nautik, | 



-cii jede Bucnnandiung Dezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881, 

PROSPEKT. 



* * ■ 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden* 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in^besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und* II. Ordt, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergess 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bei 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft Verleiher 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen g. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der IT 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verf 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erle' 5 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagshaiidlui 
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Heber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. 65 



so bekommt man: 

3a?y (x — y) = 26a?y 



216 



oder: 
oder: 



18a?y = 26a?y — 216 



%xy = 216 und xy = 27 

Hieraus und aus x — y = 6 findet man dann 
die Werte: 

x x = 9 y, = 3, a? 2 = — 3 y 2 = — 9 




Aufgabe 168. 

# 2 + y 2 + * + y = o 

# + ? = xy 



Erkl. 88. ät + y = 1 gibt: 

a?2-f2*y + y2 
Subtrahiert man 4a?y 



1 
4 



so wird x 2 — 2a:y -f- y* = — 3 

und x — y = + /■ 

Verbindet man damit x-\-y =1 



so wird x = — (l + /^S) 

3) 



Auflösung. Setzt man x-{-y = z und 
#y = *, so ist x 2 -f- y 2 = z 2 — 2t und die 
beiden Gleichungen lauten: 
s2__ 2t + z = 

S = t 

Daher ist: 

«2 — 2z + s = oder z 2 — z = 
und diese Gleichung liefert für z die Werte 
Zj = und s 2 = 1 
3 Aus z x = folgt *j = und daraus 

x \ = y\ = °- 

Aus # 2 = 1 und * 2 = 1 ergeben sich für 
x und y die Werte (siehe Erkl. 83) : 



y =i(i+v- 



x, 



34 



i(l±l/=3) 



1 /. -^ 



y.4 = -§- (i + V- 3) 



Probe. 



2 



*+y = -s- + ^ = 1 



2 



xy 



1 



'(l +v CT3)(l--^-3)=:^(l + 3) = l 



Aufgabe 169. 

* 2 + y 2 f-# + y = 530 
a?y = 200 

Erkl. 84. 

a? + y = 30 
gibt a?2+2a?y-fy2 = 900 
davon 4xy = 800 



also a?2— -2a?y-{-y2 = 100 

und x — y = + 10 
d azu x-\ - y =30 

t x 1 = 20 = y 2 " 

y 1 = 10 = * 2 



Auflosung. Setzt man x-\-y = z und 
xy = t, so ist wieder # 2 -|-y 2 = £ 2 — 2t 
und die Gleichungen lauten: 
x + y = —31 *2 — 2*-fs = 530 und * = 200 

a?2+2a:y+y2 = 961 Daher ist: 

4-zy =800 Z 2 _|- z = 930 



s 2 = -31 



31 



*2— 2a?y+y2 = 161 und daraus: 
*-y = ±1/161 * =30 

-~^ Für die Bestimmung von x und y 

a? 34 = -!-(— si+^/Iäl) hat man daher die Gleichungen: 

x-\-y = 30 und x + y= 
y 84 = -^-(-31+ 1/161) W = 200 ary = 200 

Man bekommt daraus (siehe Erkl. 84): 
* 1 = 20 * 2 = 10 * 84 = y(-31±l/l6l) 

y 1 = 10 y 2 = 20 y 34 = 1 (_ 31 + 1/161) 
'etger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 5 
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66 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Aufgabe 170. 

« 2 +y 2 +#+y = 

* + y = 



xy 



Aufgabe 171. 

* 2 +y 2 -(*+y) = 
x+y+xy = 



a (= 32) 
b (=20) 



Erkl. 85. Aus: 

x-\-y = 8 
folgt a?2 + 2a?y + y2 == 64 
davon 4a?y =48 

gibt a?2 — 2a?y + y2 — 16 

oder x — y = ± 4 

dazu x-\-y — 8 



Probe, 

^8 + ^8 = — 81 

* 8 .y 3 = 1 (_ 31 + /Tel) (- 31 - Yw) 

= 4- (961 ~ 161) = 200 
4 



Auflösung. Durch Einsetzung von: 

x -f- y = 2 und xy = t 

bekommt man wie in Aufgabe 168 die Glei- 
chung: 1 



*« — S = 23y 



und daraus: 



*i = 



16 
"8" * 2 



18 
3 



Für die Berechnnng von x und y hat man 
also die Gleichungen: 

16 9 

3 

16 

3 
Man bekommt daraus: 



xy = 



2 
9 



^y = - ¥ 



a?, 



#«, 



= 4" ^4 = 4-(-13±5l/l3) 



y t = -Q- y* = 4 



y 84 = 1 (- 13 + 5 /13) 



gibt 



*i = y 2 



ar« 



yi = 



6 

2 



Auflösung. Die Substitution von; 
x + y = z und #y = * 
liefert in diesem Falle die Gleichungen: 
s2_2f — z = a 
z + t = b 

Addiert man zu der ersten Gleichung das 

Doppelte der zweiten, so be- 

x-\-t/ = — 9 kommt man für z die Gleichung: 

*2 -|_ 2xy + y* = 81 z *a z = a + 2& 

4a:«/ = 116 

y oder wenn man für a und b die 

Zahlenwerte einsetzt: 

** + * = 72 

Es hat also s die Werte 



a?2 — 2xy -+- f/2 = — 35 

* — y = + V — 35 

* + y =—9 



2 



■i .lud uau aiov ^ tue vv ci tt3 

«84 = -Q- (— 9 ± ^—35) 2r x = 8 und z 2 = — 9, und da 

t = 20 — s ist, so wird t x = 12 
und £ 2 = 29. Die Bestimmungsgleichungen 
für x und y lauten also: 

x -f- y = 8 und a: + y = — 9 
a:# =12 xy = 29 

Demnach wird (siehe Erkl. 85): 
«, = 6 * 2 = 2 * 84 = y(-9+ j/ 1 ^) 

y 1 = 2 ;/ 2 = 6 y M = -J- (- » T V' 11 ») 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom aweiten Grade mit zwei Unbekannten. 67 



Aufgabe 172. 

x * "+■ y 2 = * + *y + y un ^ * ~f* v = x v 



Aufgabe 173. 

*• + ** + * — y = M 

(* 2 + # 2 )(*-#) = 267 



Erkl. 86. 



x — y = 3 

gibt a?2 — 2a?y + y 2 = 9 
dies von a? 8 + y 2 = 89 subtrahiert 

also 2a?y = 80 

dies zu x* -f- y* = 89 addiert 
gibt *2_j- 2^-1-^2 = 169 
und x -f- y = + 13 



ebenso: 



ar2_2a:y-f-y* = 7921 
#2 + 3,2 = 3 



2a?y 
a.2-j_ y £ 


= — 7918 
= 3 




*2 + 2ary + y2 


= — 7915 




*+# 


= ±V= 


7915 



Auflösung. Durch Substitution von: 
x + y = « und xy =z t 
bekommt man die Gleichung: 

2* — 2* = 3 + * 

oder, da z = * ist: 

*2 — 4a? = 

Demnach ist z x = und # a = 4 , und aus 
*! = und t x = folgt a: x = y x = ; 
aus z % = 4 und £ 2 = 4 ergibt sich femer 
x 2 = 2 und y 8 = 2. 



a?« = 



Auflösung. Setzt man: 

«2 + y 2 = ^ Tm ^ a? — y = i# 
so bekommt man: 

t; + w = ö2 uad * ,w = 267 
man kann also v und w nach der in Auf- 
gabe 18 angegebenen Methode lösen. Man 
efhält: 

v t = w 2 = 89 und r, = Wj = 3 

Zur Bestimmung von x und y hat man also 
die Gleichungen: 

a?* + y2 = 89 und ar2 + y2 = 3 
x — y = 3 a? — y = 89 

Wie in Aufgabe 145 gezeigt ist, berechnet 

man zunächst 2xy und daraus und aus 

x 2 + y 2 dann x-\~y. Man findet zunächst 
(siehe Erkl. 86): 

a; + y = +13 und x-\-y = ^ V— -7915 
Verbindet man damit: 

a? — y = 3 und a? — y = 89 
so bekommt man für x und y die Werte: 

= 8 * 2 = -5 a?84 = i(89± V-7915) 



2 



yi = 6 y 2 = — 8 y 84 



= ^_(_89+ yCT79l5) 



Aufgabe 174. 

3(ar2 + y 2) = 20(a? + y) 

x ~\~y -\~ x y == 44 



Auflösung. Setzt man: 

a? + y = und xy = t 
so bekommt man: 

3(*2— -2*) = 20* und * + * = 44 
daraus dann: 
3*2 — 6 (44 — z) = 20«? oder 3*2 — 14* = 

Es wird also: 

22 
* x = 12 und * 8 = =- 

o 

demnach: 



264 



*! = 32 * a = 



154 



68 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Daraus berechnet man dann für die Unbe- 
kannten die Werte: 

«, = 8 * 2 = 4 x 84 = -J- (- 11 ± \/=34l) 
y 1= =4 y 2 = 8 y 84 = 1 (- 11 + l/=T34l) 



Aufgabe 175. 

x -J- xy -f- y = 29 

#2 -J- #2^2 -f y2 — 441 



Erkl. 87« Aus den Gleichungen: 

« + * = 29 und z2_2*-f-*2 = 441 

gewinnt man durch Substitution von z = 29 - 
die Gleichung: 

841 — 58*-|-*2 -2* + *2 = 441 
oder: 

2*2_ 60* =—400 

und 

*2 — 30* =—200 

d. h. man bekommt dieselbe Gleichung, die 
Text auf anderem Wege gefunden wurde. 



im 



Auflösung. Durch dieselbe Substitution 
von x J \-y = z und xy = t gelangt man 
zu den beiden Gleichungen: 

z + t = 29 und *2_ 2* + *2 = 441 

Das Quadrat der ersten Gleichung ist: 
s2 + 2** + *2 = 841 

Subtrahiert man davon die zweite Gleichung, 
so bekommt man: 

2s* + 2* = 400 oder ** + * = 200 

Multipliziert man nun z + * = 29 mit *, so 
bekommt man: 

zt + t 2 = 29* oder zt = 29* — *2 

da ferner ebenfalls zt = 200 — t ist, so er- 
gibt sich für * die quadratische Gleichung: 
29* — *2 = 200 — * oder *2 — 30* = — 200 

Daraus findet man t x = 20, t 2 = 10, dem- 
nach ist z x = 9, z 2 '= 19. Aus den beiden 
Gruppen von Gleichungen: 

x + y = 9 und x + y = 19 
xy = 20 xy = 10 

ergeben sich endlich für # und y die Werte: 

* 8 = y 4 =1(19+ 1/321) 



*1 = #2 = 5 
3^ = ^ = 4 



und 



2 



tf 4 = y 8 = i(l9-l/32T) 



Aufgabe 176. 

x 2-±- I/ 2 + x + y = 162 
3 (a? 2 + y 2 ) — 12 (x + y) = 276 



Auflösung. Ist wieder: 

x-\-y •=. z und xy =.t 
so wird: 

«2 — 2* + s = 162 und 3*2 — 6* — 12z = 276 

Multipliziert man die erste Gleichung mit 3 
und subtrahiert von ihr die zweite, so be- 
kommt man Ihz = 210 oder z = 14. Sub- 
stituiert man diesen Wert in die erste Glei- 
chung, so wird: 

2* = 196 + 14 — 162 = 48 oder * = 24 

Aus a + y=14 und xy = 24 bekommt 
man aber: 

x \ = Vt = 12 und a? 2 = y t = 2 



Aufgabe 177. 

x 2 -\-xy-\-y 2 z=- 244 
(*-y) 2 + 2(*-y) = 8 



Auflösung. Da : 

x 2 -\- x y -\- y 2 =i (x — y) 2 -f- Bxy 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. 69 



Aufgabe 178. 

a?« — xy + y* = 6(* — y) 

xy = 8 



Aufgabe 179. 

x+y = b xy(x* + y*)=z78 



Aufgabe 180. 

2(a?2 + y«)-6a?y = 3(* + y)+4 
5(ar + y) =s 6a:y 

Erkl. 88. Aus: 

, 1 

*+* = — g- 

ergibt sich: 

i 

a? 2 -|~2a:y + y 2 = 

subtrahiert man: 

4xyz=: t 

so wird: 

a£ — %xy + y 2 = 



9 

9 

11 
9 

und * — y = ±3- V'H 



ist, so ergibt die Einsetzung von # — y = tt 
und #y = l die beiden Gleichungen: 
w*-f 3* = 244 und «2 + 2w = 8 

Demnach wird: 

Uj = 2, u 2 = — 4; ^ = 80, * a = 76 

Ferner: 

x x = 10 y x = 8 a? M = — 2 ±4 Yb 

* 8 = -8 Jf« = — 10 y M = +2±4yT 



Auflösung. Die Einsetzung von: 
x — y = u und xy = * 

ergibt in diesem Falle * = 8 und t* 2 -f-* = 6w. 
Aus w 2 — 6w = — 8 bekommt man aber 
u x = 2 , w a = 4. Dies gibt dann in Ver- 
bindung mit t = 8 die Werte: 

x x = 4 *, = — 2 # 84 = 2 ± 2 ^3" 

y 1= =2 y t = — 4 y, 4 = — 2±2yT 



Auflösung. Ist wieder x-\-y = z und 
xy = t, so 'wird z = 5 und * (s 2 — 20 = 78. 
Aus *(25 — 2*) = 78 ergibt sich aber die 
quadratische Gleichung: 



und daraus: 



* 2 — ^j-t = — 39 



«i = « '» = 6-2 



Verbindet man dies mit 2 = 5, so findet 
man schliesslich : 



*i = y« = 3 und a? S4 = y(5±0 
** = Vx = 3 



y84 = "2 ( 6 + *^ 



Auflösung. Die Einsetzung von: 
o? + y = * und xy = t 
ergibt die Gleichungen: 

2(s* — 2Q — 6* — 3s = 4 und 5* = 6t 
Substituiert man dann: 

6 

in die erste Gleichung, so erhält man für z 
die quadratische Gleichung: 

3*8 — 17« = 6 
und daraus für z die Werte: 

' 3 



«! = 6 und 2 a = 
demnach ist: 



t x = 5 £ 3 = — 



_6_ 

18 



70 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Addiert und subtrahiert man dazu: 

* + * = — 3- 
so bekommt man x 84 und y S4t . 



Die Bestimmungsgleichungen für x und y 
lauten also: 

x + y = 6 und a?-f-y = — y 



xy = 5 



xy = — 



_5_ 

18 



Demnach bekommt man: 

*i = #2 = & x 2 = y l = l 
1 
6 



ar 84 = -^-(-1± l/ll) y 84 = 4 (- 1HF l/IT) (siehe Erkl. 88). 



Aufgabe 181. 

# 2 H~ # 2 H~ ## "h * ~h y = ^ö 

3(^2 + ^2)^-3(^ + ^)4-2^ = 128 



X \ = ^2 = &, #2 = 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit 3 und subtrahiert sie von der 
zweiten, so bekommt man xy = 10. Setzt 
man dann x -\- y = z, so wird aus der ersten 
Gleichung: 

«2— 10 + « = 46 oder z* + z = 56 

demnach: 

z x = 7 2f a = — 8 

Dies gibt dann in Verbindung mit ary = 10 
für x und y die Werte: 

y t = 2; * 8 4 = -4+\/6; y 84 = - 4 + l/6~ 



Aufgabe 182. 

x 2 + y 2 + x + y = 32 
(a*+y*)»— 8(a»+y9(*+y) = 14(a?+y)+2 

Erkl. 89. Bei der Behandlung der zweiten 

Gruppe ergibt sich: 

« • «. • » 5329 
(x + y)* = «2 + 2a?y + y2 = —£- 

Subtrahiert man: 

X* + y* = —- ^- 

so bekommt man: 

o 5347 

*** = — j- 

Subtrahiert man dies von: 
a?2 + # 2 = — 



18 



so findet man das Quadrat von a; — y; also: 

■ ( . 5365 
(ar — y)2 = — 

und 

o? — y = +i\/-5365 

Durch Verbindung dieses Wertes mit: 

bekommt man dann x und #. 



Auflösung. Setzt man: 

x ~\- y = z und a? 2 + y 2 = # 
so bekommt man die Gleichungen: 

t?-f-s = 32 und t?2 — Svz = 14z + 2 

Da also z = 32 — v ist, so ergibt sich zur 
Bestimmung von v die Gleichung: 

02 — 30(32 — 1>)= 14(32-t>) + 2 
Reduziert heisst diese Gleichung: 

4*8 — 82t> = 450 

Demnach wird: 

9 
v x = 25 und v 2 = — 

und aus s = 32 — v findet man: 
^ = 7 « a = 36~ 

# und y werden demnach bestimmt aus den 

Gleichungen: 

9 
a?2 -f iß = 25 und a£ + y2 = _ 

1 



* + y = 7 



<r + y = 36 



2 



Die Lösung dieser Gleichungen erfolgt 
nach der in Aufgabe* 21 entwickelten Me- 
thode (siehe Erkl. 89)'. Es ergeben sich die 
Werte: 

x x = 4 x % = 3 a; M = -^-(73 ± V"^5365> 
* = 8 y a = 4 y 84 ==i (73^/^5365) 
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Aufgabe 183. 

x* + y* + x — y = 320 
xy-\-x — y = 157 



Probe« Substituiert man z. B. die für x % 
und y s gefundenen Werte in die zweite Glei- 
chung, so bekommt man: 

* 8 .y 8 = (-l + 4V'lÖ)(l + 4 \/IÖ) 
= 160 — 1 = 159 
ferner ist: 

a? 8 — y 8 = — 2 

daher die Summe beider = 157. 



Aufgabe 184. 

{** + y*){x — y = 876 
15 (x - y)* — (x ~ y) = 534 



Erkl. 90. Wenn: 

x — y = 



so ist: 



89 
15 



x* — 2xy + y 2 = 
subtrahiert man dies von: 

x* + y* = — 

so bekommt man: 

7921 



2xy = — 
Demnach ist: 



7921 
225 

876-15 
89 

876-15 



x 2 + 2a?y + ^2 = — 



225 

7921 
225 



89 

2-876-15 
89 



und 



. =±v r 



— 704969 — 5913000 



225-89 



— 6617969 



225-89 



= ± 18,18* 



Auflösung. Setzt man x — y = u und 
xy = t, so wird: 

o?2 + y« = tt« + 2* 

demnach lauten die Gleichungen: 

u 2 -f 2t ± w = 320 und u + * = 157 

durch Substitution von * = 157 — u gewinnt 
man dann für u die Gleichung: 

u 2 — u = 6 
Demnach ist: 
w t = 8, w 2 = — 2 und t t = 154, * 2 = 159 
Die Gleichungen: 

x — y = 3 und x — y = — 2 
ary = 154 a?y = 159 

löst man nach der in Aufgabe 19 ent- 
wickelten Methode. Man bekommt zunächst 
für a? + y die Werte: _ 

+ 25 und ±8 ylo 

und dann in Verbindung mit x — y = 3 
und x — y = — 2 : 

* l = U * t = — 11 * 34 = -l±4yiÖ 

yi = ll y, = — U y f4 = l±4\/l0 



Auflösung. Aus der zweiten Gleichung 
lässt sich x — y = u bestimmen. Aus : 

15w2 — u = 534 
ergibt sich: 

« 89 

Setzt man diese Werte in die erste Glei- 
chung ein, so bekommt man für x 2 -\-y 2 die 
beiden Werte: 

*m» * 876-15 
146 und Qu — 

x und y berechnet man dann nach der in 

Aufgabe 146 angegebenen Methode. Aus 

x — y = 6 und x 2 -\-y 2 = 146 findet man 

zunächst x + y = ± 16 und daraus : 

x x = 11 und x % = — 5 

Ul = 5 y 9 = — 11 

Aus: 

89 j • i • 876-15 
* — y = — -jg- und *i-f y« = _ — 

ergibt sich zunächst (siehe Erkl. 90): 

x + y = ±18,18- * 
Addiert und subtrahiert man dazu: 

x — y = — 5,93 

so ergibt sich: 

a? 84 = —2,965 + 9,09* 
und 

y 84 = + 2,965 ±9,09* 



72 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Aufgabe 185. 

(x — y) (x 2 — y 2 ) = a (= 7000) 
(x + y) (a?2 + y 2 ) = b (= 175000) 



Aufgabe 186. 

(* + y)(* 2 — y 2 ) 
0*-y)(* 2 + y 2 ) 



a 



Aufgabe 187. 

(*+y) (** + *•) = « (= 1080) 

(* + y) (* 2 - ^ 2 ) = & (= 864) 



Auflösung. Setzt man: 

a? + y = a? und x — y = u 

so ist x 2 — y 2 = zu und die erste Gleichung 
lautet zu 2 = <i] da ferner: 

x 2 + y 2 = ^« 

ist, so lässt sich die zweite Gleichung um- 
gestalten in: 

#2 -4- |^2 

# -I- — = b oder in •& + *** = 2& 

Da nun zu 2 = a ist, so wird z z = 2b — a. 
Für a= 7000 und & = 175000 wird 
z z = 343000, also z =70, demnach: 

u* = — = 100 und u = + 10 

Aus a: + y = 70 und a? — y = 10 findet 
man x x = 40 und y x = 30 ; aus : 

a? + ^ = 70 und a? — y = — 10 

ergibt sich: 

x 2 == 30 und ^ 2 = 40 



Auflösung. Ist wieder: 

x 4- y = ar und a? — y = u 

so bekommt man für z und w die Gleichungen: 

*&« = a und z 2 u-\-u* = 2b 

demnach: 

w3 = 2 & — a 

Die Lösung ist also ähnlich wie die in Auf- 
gabe 185 entwickelte. 



Auflösung. Auch hier sei: 

x-\-y-=-z x — y = w 



dann ist: 



x 2 + y 2 = 



_ z 2 -|- u 2 



demnach lautet die erste Gleichung: 

z 2 J- w 2 

z • - = a oder z*-\-zu 2 = 2a 

Erkl. 9L Eine zweite Lösung bekommt 2 

man, wenn man die beiden Gleichungen divi- ^us <| er zwe iten Gleichung bekommt man: 
diert. Dann ist: 



oder: 
demnach: 



x 2 -\-y 2 o 

a?2 — tfi ~" T 

&a* + by 2 = aa* — a^ 2 



z 2 u — 6 oder w 



— und u 2 = — 
Z 2 uuu w «4 



a?2 



a + & 
a — & 



oder wenn man die Zahlen einsetzt: 
x 2 __ 1944 

y 2 ~" 216 



= 9 



Die Einsetzung dieses Wertes in die erste 
Gleichung gibt: 

&2 

*34--— r = 2a oder s« — 2a*» = — b 2 

Aus dieser Gleichung lässt sich z berechnen. 

Ist z. B. a = 1080 und b = 864, so findet 

man aus: 

«« — 2160*3 = — 8642 
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unda?2 = 9^ 2 oder « = ±3y. Die Einsetzung 
dieser beiden Werte in die erste Gleichung 
liefert zur Bestimmung von y die beiden Glei- 
chungen: 

4yl0y 2 = 1080 — 2yl0y 2 = 1080 

y* = 27 y* = — 54 

8 _ 

y =3 y = — 3/2 

Ueber die Auflösung der Gleichung: 
*« — 2a*» = — 63 

vergleiche man Blind, Gleichungen des zweiten 
Grades, Antwort auf Frage 64. 



für 2* die Werte: 

z* = 1728 *,» = 432 
Demnach ist: . s 

z x = 12 und s, = 6 V^2" 



Aus: 



w = 



ergibt sich dann: 
u x = 6 und «, = - 



864 
z* 



864 



24 



Aufgabe 188. 

a? 2 + a?y + y 2 = 3a 2 -|- 6* 
a? 2 — xy + y 2 = a 2 + 36 2 



Erkl. 92. Aus: 

a?-|-y = ±2a uji^ ^ — y = -j-25 

ergeben sich die Gruppen von Gleichungen: 

x-\-y = 2a a? — y = 26 

ar-(-y = 2a a? — y = — 26 

a?4-y = — 2a a? — y = 26 

a? + y = — 2a a? — y = — 26 

Die Addition und Subtraktion dieser Glei- 
chungen liefert dann x und y. 



Aufgabe 189. 

a? 2 + y 2 — 4t(x + y) = 2a* — 8a + 2 
* 2 + y * — 2 (a? -f y ) = 2 a 2 — 4 a + 2 



s __ s __ 

36 l/4 >/4 

Zur Bestimmung von x und y hat man 
also die beiden Gruppen von Gleichungen: 

a? + y = 12 und a? + y = 6\/2" 

a? — • y = 6 a; — y = 12 \/2* 

Demnach wird: 3 

a?j = 9 und a? a = 9 \/2* 

3 __ 
y 1= =9 ^ = -3^2 



und 



Auflösung. Durch Addition und Sub- 
traktion der beiden Gleichungen bekommt 
man: 

a* + y2 = 2(a* + 6*) 

2xy = 2(a 2 — 6«) 

Addiert und subtrahiert man auch diese 
Gleichungen, so findet man die beiden Qua- 
drate: 

a? 2 -|- 2a?y -f- y 2 = 4a 2 

a? 2 — 2ajy + y 2 = 46 2 

Demnach ist: 

a; + y = ±2a und a? — y = j-26 

Für x und y ergeben sieh also je vier 
Werte und zwar: 

a? t = a -}- 6 y t = a — 6 

a? 9 = a — 6 y % = a -{- 6 

a? 8 = — a + 6 y 8 = — a — 6 

a? 4 = — a — 6 y 4 = — a + 6 



und 



Auflösung. Subtrahiert man die beiden 
Gleichungen, so bekommt man: 

2(a? + y) = 4a oder a? + y = 2a 

multipliziert man zunächst die zweite Glei- 
chung mit 2 und subtrahiert dajm von ihr 
die erste, so findet man: 

ar 2 + y 2 = 2(a 2 + l) 



Mm*. 



TW? 






tf": 



t.*t 






ä 

l.{ 
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Behandelt man diese beiden nenen Glei- 
chungen nach der in Aufgabe 21 entwickelten 
Methode, so ergibt sich zunächst: 

2xy = 2(a 2 — 1) 
Daher ist: 

x 2 — 2a?y + y 2 = 4 und x — y = ^2 

Dies in Verbindung mit x-\-y = 2 a liefert 
dann die Werte: 

x x = y a = a -f- 1 und x 2 = y x = a — 1 



Aufgabe 190. 

x 2 -\-y 2 = axy 
x-\-y = fca?y 



Erkl. 93. Ist z. B.: 



a = 2-zr und 6 = — 
2 2 



Auflösung. Substituiert man: 

x-\-y = z und xy = £ 

so ergeben sich die beiden Gleichungen: 

z 2 — 2t = at oder s2 = *( a .|-2) 
und 

fr 

z = bt oder £ = -r- 

o 

Demnach ist: 



so wird: 



*- = 4-5-±V e T- 4 = *T±V 9 T 



** = y(« + 2) 



also: 



«4l+ll 

2—2 



also: 

«1 = 0, s a 



__ q + 2 



und ^ = 0, t 2 = 



a + 2 



a: 2 = 6 ar 8 = 3 und y 2 = 3 y z = 6 



^ = und t x = liefern auch für a? und y 
die Werte 0. Aus z 2 und £ 2 dagegen be- 
kommt man: 



2b 



y%z 



= ^-(a + 2q=\/a2-4) 



Aufgabe 191. 

(#2 -f. y 2)2 — xy=z 613 

2(» 2 + y 2 ) — 3xy = 14 



Erkl. 94. Addiert und subtrahiert man zu: 

73 

3 

376 



aj2 + y« = — 
2a?y = — 



so bekommt man: 



9 



1) . . . x 2 -\-2xy + y 2 = 



— 219 — 376 
9 



Auflösung. Setzt man: 

xy = t und x 2 -f- y 2 = t> 
so bekommt man die beiden Gleichungen: 

»2 — t = 613 

2t? — 3* = 14 

Multipliziert man die erste Gleichung mit 3 
und subtrahiert von ihr die zweite, so be- 
kommt man für v die Gleichung: 

3 t? 2 — 2v = 1825 

Demnach ist: 

OK 73 A a * 2t?- 14 
t?j = 25 t? 2 = — und da * = - 

ist, so wird: 



*! = 12 t % = — 



188 
9 



oder a? -f~ V = i "o~ V— 595 



2) . . . a: 2 — 2a:y + y 2 = 



219 4- 376 



oder 



*-y = ±4- Vl57 



3 



Daraus entstehen dann die beiden Gruppen 
von Gleichungen: 

73 

a?2 -f ^2 = 25 und x 2 + y 2 =z — 

10 188 
xy =12 xy = — 
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Probe. 

*»* = 4* ( V=™& + 1/157) ( l/=ö96 

-1/167) 



36 



= -^.(-695-157) = 



752 



36 



188 
9 



Ebenso bekommt man bei der Berechnung von 
x \ + v\ den Wert: 

73 

3 



Aus der ersten Gmppe findet man nach 
der in Aufgabe 20 entwickelten Methode: 

*+y = ± 7 

a? — y = ±1 
demnach: 

x x = 4 a? 3 = 3 x z = — 4 jc 4 = — 3 

y\ = 3 y, = 4 y, = — 3 y 4 = — 4 

Aus der zweiten Gruppe ergibt sieh (siehe 
Erkl. 94) : 

und 

*-y = ±l\/l57 

Demnach: 

**e = 4- (V-5M±V 157) 



6 



und 



y 5 6 = 4^ l/ "~ 695=Fl/I ^ ) 

*78 = -g" (- V 17 «» ± ^157) 
^• = -g-(- 1/^596+ 1/157) 



Aufgabe 192. 

a?2-}-y2 = ioo und 24(ar — y) = xy 



Erkl. 95. Addiert man zu: 

O — y) 2 = ** — 2ary + y* =s 2500 

4a?y = — 4800 



so bekommt man: a? 2 + 2a?y -J- y 2 = — 2300 

oder x + y = ± 10 V— 23 

Verbindet man damit a? — y = — 50 , so 
ergeben sich die für a? 84 und y, 4 gefundenen 
Werte. 



Auflösung. Durch Substitution von 
x — y = v und xy = t bekommt man die 
beiden Gleichungen: 

t>«-f-2^ = 100 und 24t> = t 

Demnach ist: 

0*4-48* = 100 
also: 

v x = 2, v t = — 50 und t x = 48, * a = — 1200 

Man bestimmt also x und y aus den 
Gleichungen : 

x — y = 2 und a? — y = — 50 

a?y = 48 *y = — 1200 

Die erste Gruppe gibt nach der in Aufg. 19 
entwickelten Methode: 

x x = 8 und ar 2 = — 6 

Aus der zweiten Gruppe findet man (siehe 

Erkl. 95) : 

* 34 = — 25±5 l/— 23 

y M = +25±5\/=r23 



Aufgabe 193. 

x 2 + y 2 + x + y = 32 

2(a:2 + y2)-j-3a?y = 67 



Auflösung. Durch Substitution von: 

x-\-y •=. z und xy = t 
bekommt man, da: 

gfi + y« = 2* — 2t 

ist, die beiden neuen Gleichungen: 
«2 — 2* + s = 32 

2*2 — 4f + 3* = 67 



und 
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Erkl. 96. Ist: 



*+y = — 



17 



so wird: 



Da nun: 



289 
x*-{-2xy+y* = — g- 



4a?y = — 



100 



ist, so bekommt man durch Subtraktion dieses 
Wertes : 

, « 389 

x* — 2xy + y* = - E - 



oder: 



*-y = ±y V389 



Vereinfacht man die zweite Gleichung in: 
2*2 _ t = 67 

multipliziert sie dann mit 2: 

4*2 — 2t = 134 

und subtrahiert davon die erste Gleichung, 
so bekommt man für # die quadratische 
Gleichung : 

3«« — « = 102 

Demnach wird: 

* 17 A * K * 25 

z x = 6, z 2 = — — und t x = 5, * 2 =r ^- 

Aus a? + y = 6 und xy = b findet man 
für a und y die Werte: 

a? x = 5 und a? a == 1 

y 4 = 1 y a = 5 

Ferner ergibt sich aus: 



Addiert man: 



* + # = — 



17 



*+y = — 



17 



und xy •=. — 



25 



so findet man die nebenstehenden Werte. 



^ = y(-17±V^89) 
y*4 = 4 (~ 17 ^ ^^ 



Aufgabe 194. 

& H~ ^y "f" y* = 13 (x — y) 
xy = (a? — y + 2)(x — y — 1) 

Erkl. 97. Wenn: 



ist, so wird: 



*-y = - T 



x* — 2xy + y* = — 



Addiert man: 
so bekommt man: 



Axy = — 9 



x* + 2xy + y* = — 



35 



Auflösung. Substituiert man x — y = u 
und xy = t, so bekommt man die Glei- 
chungen: 

u* + St = 13w 
und * = (w + 2) (u — 1) = w 2 + m — 2 

Setzt man diesen Wert von t in die erste 
Glejchung ein, so bekommt man für u die 
Gleichung: 

i*2 + 3(w2 + i* — 2) = 13w 
oder 4w2— lOu = 6 

Demnach wird: 

1 



also: 



x 



+ y = ±y TA-86 



Da nun: 



und 



Aus: 



Wj = 3 t* 2 = — 
#, = 10 «, = —£• 



* y — 2 



* = — 5- 



a? — y = 3 und x- 

a?# = 10 xy z=. — 



1_ 

2 
9 



ist, so ergeben sich durch Addition und Sub- _ _ _ 

traktion die im Text gefundenen Werte von x ■ * * 4 

und y. findet man dann für x und y die Werte: 



« t = 5 x % = -2 *.4 = -j-(-l± 1/-85) 



Aufgabe 195. 

y a: ~~ 12 



und xy = 24 



Auflösung. Bringt man die erste Glei- 
chung auf gleiche Benennung, so bekommt 
man : 
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Erkl. 98. Ist x — y = — 2 

B% wird x 2 — 2a?y + y 2 = 4 

4a?y = 96 



x 2 -—y 2 _ a? + y 
a-y ~~ 12 

oder, da xy = 24 ist: 

X 2 —y 2 =L _2(tf + y) 



Addiert man 



oder: 
Da 



a? 2 — y 2 + 2(a?-}-y) = 



so bekommt man x 2 -j- 2ary -f- y 2 = 100 

oder a?-f-y = ±10 

Dies gibt dann in Verbindung mit: 

a? — y = —2 

die Werte von a? und y. 

Ist dagegen x = — y, so wird — y «y 
oder: 

y 2 = — 24 und y = + 2 l/^~6 

demnach: 

a? = =f 2 \/^6 



a;2 — y2 ~(x-\-y)(x — y) 

ist, so kann man aus der letzten Gleichung 
x-\-y aussondern, dann hat man: 

(x + y)(x-y + 2)==0 

Dieser Gleichung geschieht gentige, wenn: 

= 24 1) . . . * — y-(-2 = oder x — y = — 2 

und wenn 

2) . . . x -f- y = oder x = — y 

ist. Verbindet man beide Gleichungen mit 
a?y = 24, so bekommt man für x und y die 
Werte (siehe Erkl. 98) : 



Aufgabe 196. 

ar — y 



y/x — Vy 



~ = 7 und V*?y = 10 



Erkl. 99. Aus * + 1 = 7 

ergibt sich z 2 + 2zt + 1* 

Subtrahiert man davon 4z t 



49 
40 



so bekommt man z* — 2«;-|~* 2 
oder z — t 



9 

+ 3 



Aufgabe 197. 

* + y+ Va? + y 



: 12 

a;8 + y8 = 189 



a?j = 4 a? 2 = — 6 



84 



= ±2 1/- 6 



y 1= =6 y a =-4 ^ = ^21^-6 



Auflösung. Setzt man zunächst x = z 2 
und y = t 2 , so verschwinden die Wurzeln 
und man bekommt die Gleichungen: 

z 2 — *2 

= 7 und *•* = 10 

z—t 

Die erste Gleichung lässt sich umgestalten in: 

z 2 —t 2 = 7(*—0 oder (z — t)(z-\-t — 7) = 

Man hat also die beiden Partialgleichungen: 

z — t = oder z =. t 
und 

z + t — 7 = oder z-\-t = 7 

Substituiert man z = t in die Gleichung 
#* = 10, so wird: 

z 2 = 10 und * 12 = ± \/l0 
ebenso : 

«ii = ± l/w 

Da nun s 2 = x und t 2 = y ist, so wird : 

a? = y = 10 

Aus 2 + 1 = 7 und #* = 10 findet man 
(siehe Erkl. 99) z — t = + 3 , daher er- 
geben sich für z und t die Werte 2 und 5, 
demnach wird: 

x t = 25 und #j = 4 

yi = 4 y, = 25 



Auflösung. Substituiert man a?-f-y = z 2 
in die erste Gleichung, so bekommt man 
z 2 + z = 12 und daraus ^ = 3, # 2 = — 4. 
Man hat daher nun die Gleichungen: 

x -j- y = 9 und a? -f- y = 16 
a?3-f y 8 = 189 a# + y» = 189 
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ErkL 100. Ist x + y = 16, so wird: 

x* + 3xy{x + y)-\-y* = 4096 
oder: 

x* + 4Sxy -f y* = 4096 

Da nun: 

x* + y*=: 189 
so ist: 

4Sxy = 3907 

, 3907 

oder: xy == -^g- 

Aus a; + y = 16 bekommt man ferner: 
x 2 + 2xy-{- ^2 = 256 

subtrahiert man: 

8907 

4kxy = 

so findet man: 



12 



Man löst sie nach der in den Aufg. 137 
bis 140 gegebenen Anleitung. Aus der ersten 
Gruppe bekommt man: 

x x = 5 und x % = 4 

Vi = 4 y* = 5 

Aus der zweiten Gruppe (siehe Erkl. 100) 
ergibt sich zunächst: 

a?-y = ±y V^-2505 

dann in Verbindung mit a;-j-y = 16: 

*s4 = 8±-^-l/-25Ö5 

Jfa = 8 + -g- V^- 2505 



a? 



, -./ — 835 , 1 , — — - 

- y = ± V "TT" = ±_ 6" V^-2505 



Aufgabe 198. 

5# — 2# = 8 Auflösung. Setzt man bx = v und 

125*3 — 8^3 = 496^^ 2 y = w, so bekommt man die beiden Glei- 

chungen : 

, o o 496vf* 
v — w = 8 und t? 3 — «# = — ^r — 

Jetzt wird die zweite Gleichung durch 
v — w = 8 dividiert und diese letztere aufs 
Quadrat erhoben, dann ergibt sich: 

. o 62*tt> 
v 2 + v w + w == — 77^ — 
Erkl. 101. Führt man die Division von und 
v 3 — w£ durch t? — tv aus, so bekommt man: v 2 — 2vw -\- w 2 =z 64 



v — w) t# — «# (t?2 _[_ ^^ _|_ w 2 
V 2 W — M>3 



Subtrahiert man die letztere Gleichung von 
der erstem, so wird: 

§2 vw 



V 2 W 



VW 2 



&vu> = 



10 



— 64 



VW 2 
VW 2 



w* 



oder: 

32t>t*:=640 und vw = 20 

Aus v — w = 8 und vw = 20 findet 
man aber für v und w die Werte: 
t?j = 10, tc 1 = 2 und t> 2 = — 2, w> 2 = — 10 
Demnach ist: 

5a?j = 10 oder x x = 2 
2^j = 2 oder y t = 1 

5a? 2 = — 2 oder a? a = — r- 

2y a = — 10 oder y 2 = — 5 



Aufgabe 199. 

aa? — by = c 
a 8 « 3 — fc 3 y 8 = da?y 



Auflösung. Wie in der Auflösung zu 
Aufgabe 198 setzt man ax = v und by = ic 
und löst dann die beiden Gleichungen : 



v — w = e 



und 

i? 8 — to* = d#y 

nach der dort angegebenen Methode. 
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Man bekommt: 



Aufgabe 200. 

xi y 2 ~h x% + y % ~h x 



y x 



y = 36 
1 

xy 



Erkl, 


102. 






Aus x — 


•y = 


—%- folgt: 






a?2 


— 2X1/ -\- 1/2 = 


121 
4 


Addiert 


man 


4a?y = 


— 18 


dann wird x 2 


+ 2a?y + y» = 


49 
4 


und 




x-\-y = 


±T 



*"— 2a V ± V d-Sabc) 
c ( t _ t _t/ tf + ttTc" \ 



Auflösung. Schafft man in der zweiten 
Gleichung die Brüche weg, so bekommt man 
x — y = xy — 1; setzt man dann x — y = w 
und xy = t, so lauten die beiden Glei- 
chungen: 

w = t — l 
und 

oder: «■ + «• + »' + • = * 

*2-l-f2-_ 2* + l + 2* + * — 1 = 36 
also: 

2*2 + * = 36 
und 

A * 9 1 Q U 

t x = 4, *, = — -p also Wi = 3, «, = g" 

Für x und y hat man demnach die Glei- 
chungen: 

11 
x — y z=z 3 und x — y = 5- 

, 9 

xy == 4 ary = — y 

Daraus ergibt sich: 

a?j = 4 und sc a = — 1 

*i = 1 y» = — 4 

Aus der zweiten Gruppe findet man (siehe 
Erkl. 102) zunächst: 

*+y = ±y 

und dann in Verbindung mit: 

11 

x — y = — 



für x und y: 



2 



x s = — 1 und 



a? 4 = — 



9^ 
2 



^4 = +! 



Aulgabe 201. 

* 2 + y 2 + *y (x + y) = 207 

arS -j- y8 __ 3 (^2 -J. y 2) = 108 



Erkl. 108. Wir erinnern daran, dass: 
(x -+- y)» = x* + dx*y + Bxy* + y» 

= x*-\-3xy (a? + y) + y 8 
also: 



Auflösung. Setzt man x-\-y = z und 

xy = t, so nehmen die Gleichungen folgende 

Form an: 

z* — 2t-\-t*z = 207 
und 

z * — Bzt — 3z* + 6t = 108 

Multipliziert man die erste Gleichung mit 3, 
so bekommt man: 

3*2 — 6*4- 3zt = 621 

Addiert man sie dann zu der zweiten Glei- 
chung, so hebt sich alles bis auf z* und 
man erhält z* = 729 , also z = 9. Sub- 
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Aufgabe 202. 

C^ + y 8 ) (* 2 + y 2 ) = a (= 455) 
a?-j-y= 6(= 5) 



Erkl. 104« Ans x + y = 5 folgt: 

a?2 -f- 2xy + # 2 = 25 

178 

Snbtrahiert man 4a?y = — 5 — 



so wird 
eder 



a?2— 2xy + y* = — 



108 



Aufgabe 203. 

x 2 -f* y 2 — #y 

a^ + y8 



a (= 13) 
6 (= 65) 



stituiert man dies in die erste Gleichung, so 
wird t = 18 und aus x-\-y = 9, #y = 18 
findet man endlich: 

x x = y a = 6 a? a = yj = 3 



Auflösung. Substituiert man wieder 
x-\-y = z xy = t, so lautet die erste 
Gleichung: 

(** — 8«t)(«* — &0 = a 
oder da £ = 6 ist: 

(6» — 360(6 2 — 20 = « 
Aus dieser Gleichung kann man t berechnen. 
Ist z.B. a = 455 und 6 = 5, so lautet die 
Gleichung: 

(125 — 150 (25 — 20 = 455 

3125 — 625« + 30** = 455 

Es ist also: 

125 



oder: 



und 



# — * = — 89 

b 



t ! = 6 t 2 = 



6 



Aus den Gleichungen x -j- y = 5 und 
xy = 6 findet man dann: 

x x = !/2 = 3 ^ a? 2 = y x = 2 
Aus: 



a? -[" ^ = 5 und a?y = 



6 



ergibt sich zunächst (siehe Erkl 104): 

x-y = ±±-Y : -äM 

demnach in Verbindung mit x -f- y = 5, für 
x und y: 

's* = 4(15 ± l/=309) 



6 



t/SA 



= -1-(15 qF V^ 11 ^) 



Auflösung. Durch Einsetzung von: 

x~\-y ■=. z und xy = t 

bekommt man die Gleichungen: 

z* — 3t = a und *8 — 3s* = 6 

Multipliziert man die erste Gleichung mit &, 
so lautet sie: 

sß — 3»* = az 

daher ist az = 6. Für a = 13 und # = 6 
wird: 

- , , 25-13 , 
« = 5 und t = 5 = 4 

o 

Aus x -f- y = 5 und #y = 4 erhält ma 
aber für a? und y die Werte: 

x x = y 2 = 4 a? 3 = ^ = 1 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. #iil 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer u kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis nnd portofrei bezogen werden: 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

ö). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 
' 7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

arch jede Buchhandlung bezogen werden. 



jährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 
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Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 



'» « 



1 



iööu. neu 



en des 2. GraÄs 

mit zwei und mehreren yicftannteu. . 




Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 
Angabe und Entwicklung der benutzten Sät», Formeln, Regeln In Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 
der Rechen ftunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatlk, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
raathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen', Eisenbahn-, Wasser', 
Brtteken- u. Hochbau'»; der Konstruktionslebren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 
1'arallel- Perspective, Schattenkonstraktionen etc. etc. 

far 

Schüler, Sedierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Stadium rar Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 
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Nae 



"'ländige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
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fl8>V •• ' 



vi*- -I. • 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
ffe^ •.■"" Heften zu dem billigen Preise von 25 $ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 

sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbanes, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entvrickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. - 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ord», gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien,, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Vorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche ßie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten« Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesse: 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ben 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen ge 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische 1 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Na 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfat 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegenvund wird deren Erle** 1 '*' 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlur 
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Aufgabe 204. 

** » y 4 i 2xu = 1225 Auflösung. Aus der ersten Gleichung 

j/ 2T « 2T J 36 lässt sich die Wurzel ziehen , da die linke 

x+</ = o Seite das vollständige Quadrat von 

y ' a? 

ist. Man bekommt dann: 

* 2 , y 2 , 35 , o i o i 35 
— 4--^- = +— oder *» + y s ~±-g-«y 

Durch Substitution von a; -f- V = * und 
xy = t gewinnt man daraus die Gleichung: 

Erkl. 105. Das Quadrat von x -f- y = 5 ist: 8 3 t i _3&_ # 

*2 + 2;ry + y* = 25 * — =t 6 

^00 oder da z = & ist: 

Subtrahiert man davon 4#y = -tt- ^„ „„ ,36 

11 125 — 15* = +-z-t 

325 ~~" 

so bekommt man x* — 2xy + y* = — — Nimmt man auf der rechten Seite das po- 
sitive Zeichen , so wird t x =« 6 , im andern 



! , ,,/ 885 lltl / 18 150 

oder *-# = +y rr ==±6 V'~ir Falle ^2 = ^ Austf+y = 5undffy = 6 

findet man: 

I x x = 3 <r, = 2 

^i = 2 y 2 = 3 

Aus rr + y = 5 und xy =-jr- ergibt sich 
zunächst: 

| • daher in Verbindung mit x + y = 5 : 



Aufgabe 205. 

x* + y* = 2xy+l 

** + y* = 3697 Auflösung. Setzt man a? 2 + y 2 = u und 

xy == t, so lauten die beiden Gleichungen: 

Erkl. 106. Es lässt sich t auch auf fol- u = 2* + l 

gende Weise bestimmen. Aus: und 

x2 + y*=z2xy + l u* — 2& = 3697 

folgt: a?2_ 2#y-4-y* = 1 oder indem man den Wert von w in die 

oder: x — y=z±\ zweite Gleichung substituiert: 

Demnach ist: 4*2 + u + 1 — 2 *t = 3697 

a?* — 4a£ y + 6a? 2 y* — 4xiß -f y* = 1 Aus der Gleichung: 
°de* "• 2 *2 -f- 4 1 = 3696 

Da ^+ y4-4a ' y( * 2 + y2) + 6 ^ 2 = 1 findet man für < die Werte: 
»4 + y* = 3697 und ^2-1-^2 = 2«y + l t t = 42 und ^ = —44 

3t, so wird: Diese verbindet man dann mit u x = 85 und 

3697 — 4xy (2xy + 1) + 6a?*y2 = i w 2 = — 87. 
der: 3696 = 8a?2y2-^4aj y — 6a?2 y 2 1) . . . a? 2 + y 2 = 85 

' lso: 3696 = 2*%2 + 4xy xy = 42 

i nd *, = 42 und -44. Jeder dieser Werte Addiert und subtrahiert man 2xy = 84, 

] ann dann mit *-y= + l und ar-y=-l so bekommt man: 
i erbunden werden. x + y = + 13 und *-y = fl 

Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 6 
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Probe« 

+ -i-(l — 10 Y^SE — 175) 



. 1 10 / 7^ 



175 



_ - 175 _ 



j. 
2 



x 



56 



Demnach wird: 

x x = 7 a? 2 = 6 a? 3 = — 6 x A = — 7 

#i = 6 #2 = 7 #3 = — 7 y 4 = — 6 
2) . . . a« + y* = — 87 
a?y = — 44 

Durch Addition und Subtraktion von 2xy 
= — 88 bekommt man : 

x + y = + V^^y^ = ±5 V"^35 
und 

x-y = ±Vl =±1 

Demnach wird: 

= 4-(l±B \ /=I 35) ^ 8 = l(~l + 5\/^35) 



^50 



= 1(1 + 5 ^-35) 



y78 = Y(+l + 5l/=35) 



Aufgabe 206. 

a:* + y2 + xy = 76 
ar4 + ^4 -|- a?2^2 = 2128 



Auflösung. Setzt man x" -\-y 2 = u und 
xy = *, so wird: 

xi + y* + x2 y 2 = « 2 — * 2 

und die beiden Gleichungen lauten: 
m + 1 = 76 und «2 — t* = 2128 

Durch Division der beiden Gleichungen be- 
kommt man u — t = 28 , daher ist u = 52 
und * = 24. Aus x 2 + y 2 = 52 und 
#y = 24 ergibt sich aber: 

x \ = ^2 = 6 und #2 = ^1 = 4 



Aufgabe 207. 

# 2 + y 2 + *^ = a (= 52) 
ar* + ^ + 3a?2y2 = & ( = 1744) 



Erkl. 107. Da u = x*-\-y* und t = rcy, 
so hat man die Gleichungen: 

a?2 + y 2 = L ( a + Y2b — a*) 

2xy = a + V2b — a* 

Addiert und subtrahiert man diese beiden Glei- 
chungen, so bekommt man: 

3 -r- 1 



^ + 2*y+y« = |a + | 1/26" 



also: 



a? 



Ebenso wird: 



+ y = ±\^|-a : FyT/5r=: 



a2 



a2 



Auflösung. Setzt man wieder x 2 -\-y 2 
= w und xy = £, so wird: 

u+t = a und «*2 «j_ *2 = & 

Demnach ist: 

2u* = a» — fc und ut — Zut + t* = 2& — a« 

also : 

t* — * = + \/2& — a2 
Da nun « + £ = a ist, so wird : 

«12 = y(«± 1/25^^2) 

'i2=y(« + 1/26^^2) 

Da jedes tt mit jedem 2 verbunden werden 
kann, so bekommt man für x und y je 
8 Werte. Setzt man: 



x -y = ±y—^±^Y^-cfi 



und 



±VT a + ^ V2b - a2=p " 



±\Z"-y± l/2&-a2 = 



$12 



dann wird (siehe Erkl. 107) # und y durch 
Addition und Subtraktion der für p und q 
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gefundenen Werte berechnet. Ist z. B. 
a = 52 und b = 1744, so wird: 

+ \/26 — a« = ± V 3488 — 2704 = + l/784 = + 28 
Demnach: 



x + y=:± l/78 + 14 = + "/64 = ± 8 und = + \/^2 = ± 2 "/23 

femer: 

x — y = + V— 26 + 42 = + \/l6 = ± 4 und = ± Y^ÖS = ± 2 V^ 7 !^ 

Man bekommt also 8 Gruppen von Gleichungen: 
x + y = & #4-^ = 8 a? + y = ~8 aj-f-y = — 8 

a? — y = 4 x — y = -— 4 a? — y = 4 a? — y = — 4 



o?! = 6 a?a = 2 a? 8 = — 2 a? 4 = — 6 

y 1= =a y 2 = 6 y 8 = -ß ^ = -2 

x + y = 2 Y%* * + y = 2 V"23 a? + y = — 2"/23 a? + # = — 2 VÜ3 

ar— y = 2\/^T7 ar — y = — 2^— 17 a?~ y = 2\/— 17 a? — y = —2 "/— 17 



^ = 1/23 + ^—17 a? 6 = Y23-+Y— 17 a? 7 = — l/23 + V~- 17 a? 8 = — ^23 — Y~ 17 
= l/23- V^17 y 6 = Y^ + Y— 17 * 7 = — \/23 — /— 17 y 8 =z —Y^ + Y^^V? 



Vi 



Aufgabe 208. 

* 2 y + a?y 2 = a (= 120) 
3^2 4-a?8y4 = b (= 7650) 



Auflösung. Das Quadrat der ersten 
Gleichung ist: 

x*y*-\-2x*y*-\-x2y* = a* 

subtrahiert man davon die zweite Gleichung, 
so wird: 

2x*y* = a 2 — b, also xy s= y - — ^ — 

Ferner lässt sich die erste Gleichung um- 
gestalten in: 

xy (x-\-y) = a, also ist x-\-y = — 

xy 

Nimmt man z.B. a = 120 und b = 7650, 

so wird: 

3 



mw= ^14400-7650 = vm = 15 



i7 ] 



demnach : 



, 120 Q 



Aus x + y = 8 und #y = 15 ergeben sich 
dann die Werte: 

x i = y% = 5 »2 = ^ = 3 



Aufgabe 209. 

* + V = a (= 6 ) Auflösung. Erhebt man die erste Glei- 

x& -\- x*y* + x 2 y* + y 5 = & (= 1440) chung auf die fünfte Potenz , so bekommt 

man: 
x*-{-bx*y-{-10x*y 2 -{-10x 2 yS~{-6xy*-\-yZ == a 5 

Erkl.108. Wie in Erkl. 103 nachgewiesen ^ 1 ° l ?^ ahiert man die zweite Gleichun &» so 
ist. kann man aus » + v = « und xy = t ab- bleibt : 
leiten: 5a? ^ 3 + y 8 ) + Ö**y 2 (* + ?) = a 5 - b 

a&-\-yS — z* — Szt oder indem man x-\-y = # und xy = t 

setzt: 

5* («» — 3*0 + 9* 2 -s = a5 — & 
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oder: 

endlich, da z = a ist: 

6a** — hcfit = & — a& 

Aus dieser Gleichung lässt sich dann t be- 
rechnen. Durch Substitution von a = 6 und 
b = 1440 hat man z. B.: 

36 *2 _ 1080* = 1440 — 7776 = — 6336 
oder: 



Erkl. 109. Aus x + y = 6 folgt: 

x* + 2xy + y* = 36 

subtrahiert man 4xy = 88 

so wird: 

a?« — 2*y-}-y*=? —52 
and 



*-y = + Y—62 = ±2 V— 13 



*2_ 30* = —176 

Daraus ergeben sich dann für t die Werte 
t t = 8 und * 2 = 22. Aus x-\-y = ß und 
xy = 8 findet man aber: 

Xj = 4 und ir 2 = 2 

yi = 2 y 2 = 4 

Aus s + y = 6 und xy = 22 findet man 
zunächst (siehe Erkl. 109 ): 

x — y = ±2 Y— 13 
addiert und subtrahiert man dies zu 

x-\-y = 6 
so bekommt man: 



und 



-fc = 8±T/-18 



#34 



= 3+ V— 13 



e) Aufgaben, die durch Substitution gelöst werden. (Gruppe e der Abteil. II.) 
Aufgabe 210. 

(x + 4y¥ + 8(x + 4y) = 378 

8*»y*_60*y = 7a Auflösung. Wie in Aufgabe 22 setzt 

man für x-\-±y eine neue Unbekannte t?, 
dann lautet die erste Gleichung: 

v^ + Zv = 378 

Daraus ergibt sich: 

v x = 18 und v % = — 21 
Substituiert man ferner xy = t in die 
Erkl. 110, Aus x + 4y = 18 ergibt sich zweite Gleichung, so kann man t berechnen 
x = 18 — 4y, daher ist: aus: 

#(18 — 4y) = 18 oder 18y — 4y8 = i8 3*2 — 50* = 72 

also: 



9 



9 



und 



**—»* = "-T 



und 
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^ = +T±V^j+l6- 

-+4=^ 16 ~T±T 



Vi = 8 y B = y 



Substituiert man dagegen: 

ap = 18 — 4y in xy =: — 



3 



aus: 

Man findet: 

4 
t x = 18 und * 2 = — y 

Man hat nun jeden Wert von v mit jedem 
Werte von t zu verbinden. Aus: 

a?-j-4y = 18 
und xy = 18 

ergeben sich (siehe Erkl. 110) durch Sub- 
stitution von x = 18 — 4y in die zweite 
Gleichung für y die Werte: 

3 

y 1 = S und y 2 = y 

demnach wird: 

a? t = 6 und a? 2 = 12 
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so lautet die Bestimmungsgleichung für y: Ebenso bekommt man durch Substitution von 

4 4 

y (18 — 4y) = — -^ x = 18 — 4 y in die Gleichung xy = — y 

oder: für y die Werte (s. Erkl. 110): 

woraus sich dann weiter ergibt: Daraus dann: 

_ 9 , 1 /== Wenn man ferner aus a? + 4y = — 21 den 
— ^-±-j2" V 77 " Wert x = — 21 — 4# in die Gleichung 

Wird ferner x = - 21 — Ay in xy = 18 ** = 18 substituiert, so bekommt man (siehe 
eingesetzt, so hat man aus y (— 21 — 4y) = 18 Erkl. 110): 
für y die Gleichung: y M = — (— 7 + yT7) 



#84 



— 4y* — 21y = 18 
oder: demnach: 

3 



8 



#66 



8 — V 2 ^ 64 J 

= _^L + l/l^ = Y (-2lT3/r7) = T (-7q:vT7) 

8 — V 64 Substituiert man endlich x = — 21 — 4y in 

= - — + HL /i7 = — (- 7 ± ^17) die Gleichung: 

8 8 8 4 

so bekommt man aus der Gleichung: 

#(-21-4y) = -i- 
zunächst: 

4y2 +2 ly = 4- 



8 

und daraus: 



#78— 8 



Daher aus a? = — 21 — 4y : 



Aufgabe 211. 



6 (a? + 2y) + 5 V» + 2// = 116 Auflösung. Setzt man x -f- 2y = t> 2 , so 

^2^2 xy __ lautet die erste Gleichung: 



75 5 """ 6tf» + 6r = 116 

Demnach wird: 

t^j = 4 und v % = — 



6 
also: 

Erkl. 111. Die vier Gleichungen, aus denen a? + 2# = 16 und = 

die Werte für y abgeleitet werden, lauten: 36 

y2 — 8y = — 15 Ebenso kann man aus der zweiten Gleichung 

_ 15 xy berechnen. Man bekommt aus: 

V — »# _ — a%2— Xhxy = 450 

9 841 _ «« für a?y die Werte +30 und —15. Man 

v 72 y "" hat also ähnlich wie in Aufgabe 210: 
841 , 15 - Ä , 841 

und y* 7T y = +~2~ * = y a? = "36"~ y 
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in jede der Gleichungen xy = 30 und 
xy = — 15 einzusetzen. Es ergeben sich 
daraus für y die Werte: 

*u = *±tf^- y«, = -jjf (841 + V§962Ö) 

y 78 = -jjj; (841 ± /8628ÖI) 

Die entsprechenden Werte für x lauten: 

* 1= =10 ^ = 6^ = 2(4 + ^^) 
* 6 e = -fö (841 +. 1/396241) 
*78 = -4" ( 841 + /8628ÖI) 



Aufgabe 212. 

x* + 2y + 2 \/x2 -|- 2y -f- 3 = 21 Auflösung. Addiert man in der ersten 

5a? — 2y = 11 Gleichung auf beiden Seiten drei, so lautet sie: 

*2 + 2y + 3 + 2 l/* 2 + 2y + 8 = 24 
man kann also a? 2 -f-2y-J-3 = v 2 setzen 
und hat dann für v die Gleichung: 

t>2 + 2v = 24 

woraus folgt , dass v x = 4 und # 2 = — 6 
ist. Man hat also jetzt zu kombinieren die 
Gleichungen: 

Erkl. 112. Aus x* + 5x = 24 ergibt sich: x* + 2y + 3 = 16 und x* + 2y + 3 = 36 

5 , , / , 25 mit der zweiten gegebenen Gleichung: 
* = -T±V 24 + -T 6*-2y = ll 

5 * /~12T 5 11 Addiert man die Gleichungen, so hebt sich 

= —yrty — j~ — — 2"±~2™ 2y und man bekommt zur Bestimmung von 

Aus ** + 5y = 44 ergibt sich: * die GWchiingen: 

^ / -- a?2 + 5ar = 24 und x 2 + bx = U 

x = — Y±y 44 + -^- „ Man findet (siehe Erkl. 112): 

* = — l + i-T/äöl und , 

2-2 * M = -ä-(-6±i/äöi) 

Da nun 5a? — 2y = 11 ist, so wird: 

5a? -11 
y=z 2 

also nach Einsetzung der gefundenen Werte 
für x: j 

Vx = 2 y 2 = — 25 y 

yw = -25 + 5^201-22 = ^ ( _ 47±6 ^ 



Aufgabe 213. 

V*+y + Yx— y . Vs + y — Va?— y 
V»-|-y — Y* — y Y*+y+ Yx—y 

4 Auflösung. Setzt man in der ersten Glei- 

X 2^- X y+ Yx 2 + xy — 64 = 444 chung den ersten Bruch =z, so wird der 
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Erkl. 113. Aus: 



zweite, als der reeiproke Wert des ersten 
= — , und man bekommt die Gleichung: 

z 4 

woraus sich ergibt, dass: 

z. = 4 und z 2 = — 
ist. Man hat demnach zunächst: 



Vx+y + Vx — y __ 1_ 

V*+y — V^ — !/ 4 
ergibt sich in derselben Weise: 



Vx+y + Vx—y 



= 4 



4 Vx-\-y + 4t Vx — y = Vx-\- y — Vx- 
oder 3 V x — y = — 5 Vx — y 

und 9 (a? -f y) - = 25 (x — y) 

also ebenfalls 16 a? = 34?/ 



V 



Erkl. 114. Aus o« + v = 380 ergibt sich 



*12 = 






1521 



2 ± 2 



+ 19 und — 20 



Probe. 

3 25 8l/8 5-85 



also: 



16 493 _]_ 4^.493 = 464 



25 ' 5-85 

Dividiert man durch 29, so wird: 

17 



8 



lf-17 + 4 : p-17 = 16 oder -^--f-^r 
25 ' o»8o 2o 25 



= 1 



Aufgabe 214. 

x — 18y = xy 
x _ \% y 4. X 2 _|_ (18^)2 ~ 120 



Daraus findet man der Reihe nach: 

Vx + y+Vx—y = 4 Vx + y — 4 \ZiP~y 

also 3 l/#-h y =5 ;/# — y 
und 9(x + y) =25(ar — y) 

endlich 16a: = 34y 

Dasselbe ergibt sich ans z^ = — (siehe 
Erkl. 113). 

In der zweiten Gleichung addiert man 
auf beiden Seiten — 64 und bekommt dann: 



x*-\-xy — 64+ Vx 2 -\-xy — 64 = 380 
oder wenn man # 2 -|-:ry — 64 = f 2 setzt: 

t?2 + 9 = 380 
demnach : 

t7 x = 19 und v 2 = — 20 

(siehe Erkl. 114). Dann ist weiter: 

a?2 + a?f/ — 64 = v* = 361 
oder: 

a?2 + ary = 425 
Ferner: 

* 2 + xy — 64 = 400 oder ** + a?y = 464 

Substituiert man in beiden Gleichungen : 

8 

y = 

so bekommt man: 



17 



x 



8 



also: 
und 



1) . . . a;2 + -—- x* = 425 
25*2 = 17-425 



a? 



12 



= +17 



2) 



* • . 



a?2-|- 



8 



oder: 
und 



17 
25#2 = 17-464 



a?2 = 464 



^34 =±— /493 



8 



Da y = -yffX ist, so wird: 



17 



32 



* 13 = ±8 undy 84 = +^-l/493 



85 



Auflösung. Setzt man: 

x — 18 y = v und xy — w 
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so bekommt man v = tc, und da: 

x* + (18y)2 = (a? — 18y)2 + 36 a?// 

Erkl. 115. Aus t>2 + 37t? = 120 ergibt sich: ist t 80 lautet die zweite Gleichung: 
37 -/ Täfiö" ,- t> + t>2 + 36» = 120 



±^120 + ^- oder: 



also: 



* w — "" ~2~ — V "" "^ ~~4~~ t?2 + 37t> = 120 

= 37 A /T849" demnach: ^ = g und ^ = _^ 

2 — V 4 und ebenso w. Daraus ergeben sich dann 

___ __ 37_ . _43_ die Gleichungen : 

— ~2~*1T ar — 18y = 3 und a? — 18y = — 40 

a?y = 3 xy •=. — 40 






37-1-43 



1_ 2 



= + 3 Man substituiert B + 18 y und — 40 + 18y 

und * für ar in die zweite Gleichung, dann be- 

07 43 80 kommt man : 

v — — __ — Art 11 

2 ~ 2 ~ 2- l)...8y + 18y»=.8oderyt + iy = -J- 

und daraus: 

1 1 

* = 3- *t = -y 

also a^ = 9 und x 2 = — 6. 

Probe. Setzt man die für a? s und y 3 ge- 2) . . . y(— 40 + 18y) = — 40 

fundenen Werte in die Gleichung: gibt der Reihe nach: 

x — 18y = xy — 40y + 18y* = — 40 

so bekommt man: _ 9y 2 — 20 y = — 20 

— 20 + 8 i/^6 — 2 (10 + 4 l/^ö) 



__ 100 

= l(lO + 4V^)-2(--10 + 4l/=r5) *«- 9 ±V 9 + 81 

€7 



v 10 , - / 80 
Die rechte Seite gibt — 40 und die linke Seite = -g- + y ö~ 

T«- 80 - 100 ) =|do±4/=rg) 

also ebenfalls —40. demnach: 

a? 84 = — 40 + 2(l0±4 Y~—S) 
= 2(-10±4\/=6) 



Aufgabe 215. 

9 a* - 12*%2 + 4y* - 13 (3a* - 2y*) = 1290 Auflösung. 9a? 4 — 12a?V + 4y 4 ist das 
9y* — 60^2 + 100^2 = 4 Quadrat von 3a? 2 — 2 y 2 , setzt man diese 

Grösse also = v , so bringt man die erste 
Gleichung auf die Form: 

t ,2_i3 f?== 1290 

woraus sich ergibt : 

v l = 43 und t> 2 = — 30 

Die zweite Gleichung bildet ein volles Qua- 
drat; zieht man die Wurzel, so bekommt man: 
3^,2 _ I0a? = +2 

Man hat nun mit jedem Werte von v jeden 
dieser letzten Werte zu verbinden, bekommt 
also folgende vier Paare von Gleichungen: 
al8 ° : 1) 3a* — 2y* = 43 2) 3a?2 — 2y* = 43 

»,=48 t> 2 = -30 10* -83^ = 2 10a?-3y*±=-2 

3) 3ar2 — 2^2 = — 30 4) 3a: 2 — 2y« = — 30 
10* — 3 ?/2 = 2 10a? — 3y 2 = — 2 



Erkl. 


116 


• 


Aus t?2 — 13 p 


= 1290 


findet 


man: 


= 


13 
2 










*12 


+ ^1290 + 


169 
4 






= 


13 
2 


. n / 5160 + 169 








■ — 


13 
2 


+ ^5329 = 


13 
= 2 


+ ■ 


73 
2 
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Die Auflösung der Gleichungen geschieht am 
einfachsten dadurch, dass man die erste Glei- 
chung mit 3 und die zweite mit 2 multi- 
pliziert; man bekommt dann gleiche Koeffi- 
zienten von y 2 und kann durch Subtraktion 
diese Unbekannte wegschaffen. Bei der ersten 
Gruppe hat man z. B. : 

9*2 _ 6y* = 129 

Erkl. 117, Aus 9a?* — 20a? = 125 ergibt 20a? — 6y* = 4 

sich: und daraus 9** — 20a? = 125 

x = -jr- ± y — <r— -f- -gj- Die Auflösung dieser Gleichung gibt: 

r—7Z * 25 

__ 10 .. A125 + 100 a? 1 = 5 a? 2 = — — 

Die entsprechenden Werte von y erhält man 

— 10 i- 1 Z 1225 ., * nnj-aw äw der Gleichung: 

— rivir-T^i 85 ) io;-8 y * = 2 

also: danach ist: 

25 2 10a? — 2 

*i = 5 *t = 9- ^ 2 = 3 

Ist dagegen 9a?* — 20a? = 133, so wird: also wenn man für x die gefundenen Werte 

setzt: 



x 



-S±V*+£ ~ «*-» - -=±' 



ferner: 



_ 10 ./ 1197 + 100 _ -268 . ,2./- 

~ "T± V 81 ^4 2 = -27" Und V" = ±T V ~~ 



67 
3 

= JL (10 + t/1297) ^ derselben ■^ 3rt bekömmt man aus der 

9 — zweiten Gruppe für x die Gleichung: 

9 a?* — 20a? = 133 
und daraus: 

*84 = y(l0±\/l297) 

Es ist ferner: 

10a? + 2 



also: 



y* = 



Erkl. 118. Aus 9a?* — 20a? = — 94 ergibt /TTn ~" 9 

ßich : y 5678 = ± y -g-(lO + T/1297) + ± 

10 ,-/ 94 , 100 __ 

^56 — "9-± y "~-9" + -8T __ r 1 1/ 118+ 1/J 297 

, ^r-r-^r ~ ± T V 3 



10 - / — 846 + 100 ° ° 

— -§** ± y gj Behandelt man die dritte Gruppe der 

lft 1 Gleichungen ebenso, so bekommt man zu- 
rr -£- ± 4 V— 746 nächst: 

y * 9a?* — 6y* = — 90 

ferner aus 9a£ — 20a? = — 86 und 20a? — 6#* = 4 

__ 10 , i/ 86 1ÖÖ" und daraus 9a?* — 20a? = — 94 

«78 — -9- ± y — -9- + -gj- Es ist jjgo ( giehe Erkl# 118 ) . 

10 1 , , , o lOa? — 2 . x 

= -^-±4 V^ 674 und da y 2 == g ist: 



y^ion 1. = ± Vw (l ° ± ^" 746) ~ i 

_ 1 i/ 82+ y^ "746 



L 
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Endlich findet man aas der vierten Gruppe: 
9a?2 — 20a? = — 86 
demnach (siehe Erkl. 118): 

*78 = 4- (10 +1/^674) 
und y 



2^ 
3 



Kau»» = ± V^r (l ° ± v ~ 674) + 

, ll/ll8 + Y^WÜ 

= ±tV — — g 

Die zweite Gleichung ist für x vom 
zweiten, für y vom vierten Grade, daher 
gehören zu jedem Werte von x zwei Werte 
von y. 



Aufgabe 216. 

«4 - 6a%2 + 9^ - 2 (a* - 3^) = 143 Auflösung. Es ist : 

y* — ix iß + 4a:2 = 36 ^ __ 6a%2 -f 9y4 = (a* — 3y2)2 

setzt man die Klammergrösse = t?, so be- 
kommt man die Gleichung: 

»2 — 2v =± 143 und t> t = 13, t? a = — 11 

Aus der zweiten Gleichung lässt sich die 
Wurzel ziehen; diese gibt: 

2« — y2 = -f. 6 

Erkl. 119. Multipliziert man in den vier Man kombiniert also die Gleichungen: 
Gruppen von Gleichungen jedesmal die zweite _ _ _ ,_ „ « ,« 

mit 3, so bekommt man: x * ~ 3 ^ 2 = 13 x ~ ~ 3 ^ 2 = 13 

aB_8y> = 13 X 2_3 y 2 = i3 2a: — y2 = 6 2a: — y* = — 6 

6^ — 3^2=18 6a:— 3,v2 = — 18 ** — 3#2 = _ n *2-_ 3y2~_.il 

a:2 - 3^2 = - 11 a-2 _ 3y 2 = __ 11 2*-y2 = 6 2a ? -y2 = _ 6 

6a: — 3^2 = 18 6a: — Zy 2 = — 18 un d bekommt daraus (siehe Erkl. 119): 

Und daraus durch Subtraktion: 1) x 2 — ßx = — b i also x 1 = 5 und a? 2 = 1 

#2 — 6a: = — 5 a?2— 6a: = 31 und da y = + \/2a: — 6 ist: 

a* — 6a: = — 29 a:2 — 6a? = 7 #12 = ±2 und y 84 = ±2* 

Für y bekommt man die vier Gleichungen: 2) Aus x 2 — ßx = 31 ergibt sich: 

^1334 = + Y^n — 6 y 5 6 78 = ± V"2x 84 + 6 a? 84 = 3 ± 2 \/TÖ 

^9101112 = ± l/ 2g 66 — 6 und ^^ = + 2 V+ V"1Ö 

yi8Hi5ie = ± ^2*78+ 6 3) Aus x 2 — 6a; = — 29 folgt: 

«56 = 3 ± 2 ^^"Ö 

^d y 0101111 = +2V+ V=^5 
4) Aus a? 2 — 6x = 7 endlich findet man: 
a? 7 = 7 und a? 8 = — 1 

also y 1814 = +2 VöT und y 1516 = +2 



Aufgabe 217. 
cßx* — 2abx*y*+ yiyi __ 2 c (ax* — by*) = Sc 2 Auflösung. In der ersten Gleichung 
d*y* — 2dca%2_|_ c 2- r 4 = ^2 bilden die drei ersten Grössen das voll- 

ständige Quadrat der Klammer; setzt man 
daher ax 2 — by 2 = v, so bekommt man die 
Gleichung: 

t?2 — 2ct> = 3c2 
und daraus: 

t?j = 3 c » 2 = — c 
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Erkl. 120. Multipliziert man in jeder der 
vier Gruppen die erste Gleichung mit d und 
die zweite mit b, und addiert dann, so fallen 
die Glieder mit y 2 fort und man behält eine 
Gleichung für x 2 ; multipliziert man dagegen 
jedesmal die erste mit c und die zweite mit a 
und addiert, so bleibt als Unbekannte nur y 2 
übrig. Im ersten Falle lauten die vier Gruppen: 

1) . . . adx 2 — bdy 2 = Scd 

bdy 2 —bcx 2 = bf 

2) . . . adx 2 — bdy 2 = 3cd 

bdy 2 — bcx 2 = —bf 

3) . . . adx 2 — bdy 2 = —cd 

bdy 2 — bcx 2 = bf 

4) . . . adx 2 — bdy 2 = — cd 

bdy 2 - bcx 2 = — bf 
Und im zweiten Falle: 

1) . . . acx 2 — bey 2 = Bc 2 

ady 2 — acx 2 = af 

2) . . . acx 2 — bey 2 = 3c 2 

ady 2 — acx 2 =. — af 

3) . . . acx 2 — bey 2 = — c 2 

a dy 2 — a ex 2 = af 

4) . . . acx 2 — bey 2 = — c 2 

ady 2 — acx 2 = — af 



Aus der zweiten Gleichung lägst sich die 
Wurzel ziehen, diese lautet: 

dy 2 — ex 2 = + f 

Durch Verbindung dieser Gleichungen mit 
den beiden Werten von v bekommt man vier 
Gruppen von Gleichungen: 

ax 2 — by 2 = 3c ax 2 — by 2 = 3c 
dy 2 — ex 2 = f dy 2 — ex 2 = — f 

ax 2 — by 2 = — c ax 2 — by 2 = — c 
dy 2 — cx 2 = f dy 2 — cx 2 = —f 

Die Gleichungen werden nach der in Auf- 
gabe 11 angewandten Methode gelöst. Man 
bekommt für x 2 die vier Gleichungen (siehe 
Erkl. 120): 

1) . . . x 2 (ad — bc) = Scd + bf 

also *» = ± V^S? 



2) 



3) 



4) 



X 2( a d — bc) = 3ed — bf 



i , A [3cd-bf 

also * 84 = ± y -jy-— 

aj2(ad — &c) = — cd + ftf 
x 2 (ad — bc) = — cd— & f 



Ferner für y 2 : 



also * 78 = + V Sd-bY 



1) 



2) 



3) 



4) 



y 2 (ad — bc) = 3c2-faf 



alsoy 12 = ±y^--^ 
y 2 (ad — bc) = 3c 2 — a£ 

alsoy 84 = ±y^-^ 
y2 (ad — &c) = — c2 + gf 

also y 56 = H- 1/ — - — L ^r- L 
y 2 (ad—bc)=z—c 2 — af 

also y 78 = ± yJ ~ a C lZll 



Aufgabe 218. 



X 



^ J ^ V * — y x — y 

x 2 + y2 = 164 



Erkl. 121. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit x — y, so bekommt man zunächst: 

(x + y)(x-y) + {x-y)"\f^^ = ^ 

Das erste Produkt wird = x 2 — y 2 , bringt man 
ferner x — y unter die Wurzel, so ergibt sich : 



x 2 



-!/ 2 -+\- 



(x-y) 2 (x + y) ^ 
x — y 



42 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit x — y, so bekommt man: 

X 2 _ y i + y x 2 _ y 2 = 42 

Setzt man nun a; 2 — y 2 = t? 2 , so lässt sich 
t; berechnen aus der Gleichung : 

v 2 + v = 42 
Man bekommt: 

i?j = 6 und t? 2 = — 7 

Zur Bestimmung von x und y verbindet 
man also: 

a?2 _|_ ^2 ~ 164 und x 2 + y 2 = 164 
mit x 2 — y 2 = 36 mit sc* — y2 = _|_ 49 



92 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



oder da sich x — y unter der Wurzel hebt: 
* 2 — y % + y/x* — *ß = 42 



Aufgabe 219. 

20(ar — y)2 — 9(x — y) = 11 
a.2^2 — 10^^ = 200 



Erkl. 122. Für 8) und 4) bekommt man: 
a?* — 2xy -f- y* = 



dazu 



400 
4#y = 80 



gibt x* + 2*y + y*=z 80 + i|l = -??l?i 
e ' ^ ' y ~ 400 400 



also 

ferner ergibt sich aus 4): 



x + yz=± — ^3569 



x 2 — 2xy -\-y 2 = 



121 



400 
Axy = — 40 
also * 

O.l O _l.. • ,IA . 121 15879 

«• + 2*y + ^ = -40+- SS5 -= j^ 

und 



* + y = ±-20" V- 15879 



Aufgabe 220. 

10## — a?2^2 = 9 
(x — 2y)2 + 20 YxJ = 109 



Addiert und subtrahiert man, so wird: 

1) X 2 =z 



100 
also o?, 2 = Jh 10 

2) - = ■¥■ 



und 



#12 



und y 2 = 



= 64 

= +8 
115 



X S4 



+ y\/426 y S4 = 



2 



i-g-l/MO 



Auflösung. Setzt man # — y = u und 
xy = t, so kann man die Grössen bestimmen 
aus den Gleichungen: 

20w« — 9w = ll und t 2 — 10* = 200 
Daraus ergeben sich die Werte: 

w i = l ™d w 2 = — — 

ferner: 

t x = 20 und * 2 = — 10 

Also berechnet man a? und y aus den Glei- 
chungen: 
1) ... x — y = 1 2) . 

a?y = 20 

11 



3) ... x — y = — 



20 



4) 



a? 


— y 


— 


1 






a?y 


^ 




10 


4? 


-y 


= 




11 

20 




xy 


— 




-10 



xy = 20 

Löst man die Gleichungen nach der in 
Aufgabe 19 angegebenen Methode, so be- 
kommt man: 

aus 1) x x = 5 a? 2 = — 4 

#i = 4 #2 = — 5 

aus 2) * 84 = i(l± 1/^39) 



y«4 



= 4-(-i±/=w) 



ii 



aus 3) *„ = _- _±_ 



\/3569 



#56 



aus 4) x n = 



11 , 3 

4Ö-+4Ö-\/3569 

11 



40 
40 - 1 - 40 



+ -^"V / - 15879 



40 



^ = -^-±^-1/- 15879 



Auflösung. Setzt man xy = ;, so kann 
man durch Substitution dieses Wertes in die 
erste Gleichung aus: 

10* — t 2 = 9 
t berechnen. Man bekommt t x = 9, t 2 = 1 , 
also ist #y = 9 und = 1, und \/*y = + 3, 
und = + 1 ; setzt man dies in die zweite 
Gleichung ein, so bekommt man für (z — 2y) 2 
ebenfalls vier Werte: 
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1) . . . (* — 2^)2 = 109 — 20 1/9" 

= 109 — 60 == 49, also x — 2y = ± 7 

2) . . . (a? — 2y)2 = 109 + 60 = 169 

und # — 2^ = ^13 

3) . . . (x — 2t/)* = 109 — 20 = 89 __ 

und x— 2y = + l/89 
endlich : 

Erkl. 128. Aus x — 2y = 13 folgt a? = 4) . • . . (* — 2y)2 = 109 + 20 = 129 

13 + 2y und da xy = 9 ist: und a? — 2y = + yl29 

y (13 + 2y) = 9 jj an ^at ^q m ft j e dem Werte von xy 

also: 2y2-|_i3 y = 9 vier Werte von x — 2y zu verbinden. Die 

xuid Lösung geschieht am besten dadurch, dass 

= 18 i -i/ 9 ■ l g9 man aus a; — 2y den Wert von x bestimmt 

4 - 11 V 2 ' 16 und in die erste Gleichung einsetzt. Es er- 

13 , 1 /TTTT gribt sich also: 

4 J 4 r 1) für xy = + 9 und x — 2y s= 7 

Aus a: — 2y = — 13 ergibt sich durch Ein- durch Substitution von ar = 7 4- 2y die 
setzung von a? = — 13-f-2y in die Gleichung Gleichung* 
xy = 9 für y die Bestimmungsgleichung: ' = Q d , 9 

2^2 — i3 y = 9 ^T: * # y-r^y 

und daraus: woraus folgt, dass: 

y = + — ±-j- 1/841 ^i = l und y a = - y 

Aus a? — 2y = + i/89 * st » demnach wird ^ = 9 und # 2 = — 2. 

folgt: x=.2y+ V89 Ebenso findet man aus 

demnach durch Einsetzung in die Gleichung _ xy = 9 und x — 2y = — 7 

ary = 1 : dass : 

y(2y±Ym = l * = +-§- * = -l 

also: 2^2^^1/89 = 1 

und 



16 



und 

*8 = 


= +2 




ar 4 = 


— 9 


Ferner findet man aus 


i der Verbindung von 


xy = 9 


und 


X- 


-2y 


= ±13 


für y die Werte (siehe 


Erkl 


. 123): 


^5678 = 


= + 


13 

4 


±i 


1/241 


demnach : 

^6678 = 


= ± 


13 
2 


±T 


/241 



= T li/S±l 1/97 

Substituiert man endlich aus: 

a? — 2y = ;£ |/129 
den Wert von: 

* = 2y ± 1/129 2 ) Verbindet man ferner xy = 1 mit: 

in xy = 1 , so bekommt man für y die Glei- rt . /^ 

chnng: a? — 2^ = ± y 89 

2y2 -j- y 1/129 = 1 so ergibt sich, wie in Erkl. 123 gezeigt ist: 

aISO: ,-ii 1 ^9 + A/ T ^ W yel °" ,J = *T ^±T ^ 

y ~~ + 4 yijy± V "2~ + ~l6~ demnach: 

= +4- ^129 + 4- 1/187 ^loii« = ±y V 89 ± y V^7 

und aus der Verbindung von xy = 1 mit: 

a? — 2y = + V"129 
ergibt sich: 

*su» M = Ty ^129+x ^137 
also: 

»18UI516 = ±Y V^29± y /137 



4 r — -L- 4 
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Aufgabe 221. 

*+y + Y* + Y~y = 26 



= 6 
den 



Glei- 



Erkl. 124. Ueber die Auflösung der Glei- 
chungen von der Form: 

x -f- Y x = a 

vergleiche man Blind, Lehrbuch der quadra- 
tischen Gleichungen, Seite 267, Aufgabe 977. 



Aufgabe 222. 

5a? — y + Y^ x — y 
Ybxy = 20 



= 12 



Aufgabe 223. 

x + *y+ y/x-\-±y == 20 
x 2 -\-y 2 = 145 



Auflösung. Setzt man: 

x + Y x = *> un d y + Y y — w 

so bekommt man die Gleichungen: 
v + i* = 26 und t>.«> = 120 

die nach Anleitung der Aufgabe 18 gelöst 
werden. Man bekommt: 

v x = ta 2 = 20 und v 2 = w x 

Demnach wird x bestimmt aus 
chungen: 

1) . . . x+ Y* = 20 
woraus sich ergibt: 

x x = 16 und x % = 25 

2) . . . x+ Y# = 6 
dies liefert für x die Werte: 

x s = + 4 und ar 4 = + 9 

Ebenso bekommt man aus y + \/y~ = 6 
für y die Werte: 

y x = 4 und y 2 = 9 

und aus y-\- ^~y = 20: 

y 3 = 16 und y^ = 25 

Dabei ist zu beachten, dass für x 2 und # 4 
sowie für y 2 und y 4 die Wurzelwerte ne- 
gativ zu nehmen sind. 



Auflösung. Substituiert man: 

Y&x — y = v 
in die erste Gleichung, so bekommt man 
v 2 -|- 2? = 12 und daraus t^ = 3, v s = — 4 
Daher ist: 

5a? — y = 9 und 5# — y = 16 
also: 

y z= 6x — 9 und y z= bx — 16 

Aus Yhx~y = 20 folgt aber, dass xy = 80 
ist. Daher bekommt man zur Bestimmung 
von x die beiden Gleichungen: 

5*2 — 9;!.:= 80 und 5*2 — 16* = 80 
Daraus findet man dann für x die Werte: 

«, = 5 * = --£ ^ 8 4 = y (8 + 4 \/29) 
und für y: 

y x = 16 y 2 : 



-25 y 84 = -8+4 1/29 



Auflösung. Man setze \/a? -\-4y = v 
dann ist v 2 -{-v = 20, also: 

also: 

x + 4y = 16 und = 25 



4 und r 2 = — 5 
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ferner: 

x = 16 — 4y und = 25 — 4# 

Substituiert man diese Werte in die zweite 
Gleichung, so bekommt man: 

1) . . . 256 — 128^ + 17^2 = 145 
Erkl. 125. Aus 256 — 128y + 17 y* = 145 un a daraus . 
folgt: * m 

128 111 y x = 1 und y 2 = 



,2 



also: 



17 



V = ~ 



17 



also: 



4096 

289 



64 -/ 111 

__ 64 - I — 1887 + 409 6 
"" 17 ± V 289 



17 



a?, = 12 und a? 2 = — 



172 
17 



also 



64 
17 



Vi 



+ -^-1/2209 = ^(64 + 47) 



oder: 



und 



2) ... 625 — 200y + 11 y* = 145 



2 20 ° 



480 
17 



1 und i/ t = 



17 

111 
17 



10000 
289 



^84 



100 . ,/ 480 , 
y== Tr±V """l7" + 

__ 100 .. / ^"8160 + 100 00 
"" 17 =t V 289 

= -^-(100+ YTÜÖ) = -L(lOO±4 1/115) 



und 



a? S4 = 25 



4 (100 + 4 l/ll5) = -^-(25 + 16 1/115) 



17 



17 



Aufgabe 224. 

a? + 4 V / ^" + 4y — 4 l/äT>/ — 8 YV = 

V'* + VT = ß 



3 Auflösung. Da: 

ar — 4l/«y + 4y= (\/* — 2 vT)* 
ist, so kann man die erste Gleichung auf 
die Form bringen: 

Setzt man dann: 

Yx — 2 i/y = v 
so bekommt man zur Bestimmung von v die 

Gleichung: 
Erkl* 126. Wenn man nach der Formel v 2 _l_ ± v = __ 3 

(a-&)2 = a 2-2a& + &2 Daraug ibt gfch| dag8: 

den Ausdruck: - , Q 

, r— /— \s v i zsz — 1 un " v i == — ^ 

v , x , , T" - ist. Man hat also zu verbinden: 

berechnet, so bekommt man: _ _ 

oder da nach ememjekannten Satze aus der Subtrahiert man beideGleichungen, so wird 

Wnrzellebre Yx Yy = Y*y ist: 3 VT = 6 und Yv = 2, also y t = 4, 

. ,, — . A demnach: 

= x — 4 y a?y + 4v ,/— , n 

2) Aus: 

Y~x — 2 l/y = — - 3 und Y~* + ^^" = 5 
findet man ebenso: 

3 v"y~ = 8, also Yy = y und y 2 = 



9 



Endlich : 



/- « 8 7 , 49 

Va? =5 — ^- = -^- und a?« = — r— 
v 3 3 ""*2 9 
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Aufgabe 225. 

(2a? + 3y)(4a? — 2y) + 2x + By = 39 
(2x + Sy) (4a? — 2y) — (4a:~ 2y) = 24 



Auflösung. Setzt man die Klammer- 
grössen = v und w, so bekommt man die 

Gleichungen: 

vw-\-v = 39 

und 

vw — w = 24 
Demnach ist: 

v -\- w = 15 und v = 15 — tc 

Durch Substitution dieses Wertes in die 
zweite Gleichung findet man: 

%o (15 — w) — w = 24 
und daraus: 



Erkl. 127. Die Auflösung der Gleichungen 
ersten Grades mit zwei Unbekannten wird ent- 
wickelt in Prange, Lehrbuch der Gleichungen 
des ersten Grades mit mehreren Unbekannten. 
Die hier angewandte Subtraktionsmethode ist 
auf Seite 13 bis 15 dargestellt. 



w x = 2 w % = 12 



also ist: 

v x = 13 v 2 = 3 

Man hat also zu kombinieren: 

2x + Sy = 13 und 2a? -f 3y = 3 
mit 4a? — 2^ = 2 mit 4a? — 2y = 12 

Multipliziert man jedesmal die erste dieser 
beiden Gleichungen mit 2 und subtrahiert 
davon die zweite, so bekommt man: 

t/ l = 3 und y 2 = — -j 

durch Einsetzung dieser Werte in eine der 
beiden Gleichungen ergibt sich dann: 

21 
a?j = 2 und a? 2 = 



8 



Aufgabe 226. 



V x — y V a?-f-y 
a? 8 -f-y* 



= 2 



3 
1512 



Erkl. 128. Aus * — — = 2 -§- folgt: 

d 



und 



also: 



daraus: 



*-i=»4. 



a« — 9-=-* = 1 



= 1 i±\A+ 



16 
9 




-i-L_i JL-_J_ 

* — 3 3 — 3 



Auflösung. Setzt man: 



V a?—y V a?-|-y s 

man bekommt daher die Gleichung für zi 

,-± = 2*- 
z 3 

und daraus: 

Z x = 3 2T a = — — 

Es ist also: 

1) . . .^±^ = 9 oder a? + y = 9a?-9y 

a? — y 

also: 

8a? = \0y und 4a? = 5y 

2) . . . ^±^ z= — gut x + y =z -^(x-- y) 

oder: 

9a?-|-9# = x — y 

also: 

8a? = — 10 y und 4a? = — 5y 

Substituiert man: 

4 
y = T x 

in die zweite Gleichung, so ergibt sich: 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge • der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

1 durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



k; 



jährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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Die Gleichungen des 2. Grades 

mit z w e i und m e h r e r e n Unbekannten. 

(Quadratische Gleichungen-) 

Forts, v. Heft 1860. — Seite 97—112. 




Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen angelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe und Entwicklung der benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Frage n nnd Antworten 

erläutert durch 3ZZT, <3& *f~/ • *Ü 

viele Holzschnitte & Lithograph. Tafeln,/ ß^ J( , 

aus allen Zweigen l r > ( 'V s 7 

der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathentat» Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Elsenbahn-, Wasser-, 
Brücken- u. Hochbau 5 »; der Konstruktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspectiTe, Schattenkonstruktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium zur Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, vereideter königl. preuss. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. H. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



Die Gleichungen des 2. Grades 

mit zwei und mehreren Unbekannten. 

(Quadratische Gleichungen.) 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. C. H. Metger. 

Fortsetzung von Heft 1360. — Seite 97—112. 

Inhalt: 

—igen mit besonderer Lösung. — Aufgaben , die durch Substitution gelöst -werden, — Aufgaben, die 

x 
ine Substitution für führen. — Aufgaben, die mit Hilfe der reciproken Gleichungen gelöst werden. 
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Stuttgart 1896. 

Verlag von Julius Maier. 
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ändige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
jrch iede Buchhandluna bezoaen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem hilligen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik , math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwicklung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann aueh alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Aber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I, nnd IL Ord M gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien , Schullehrer- Seminaren , Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den. Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — znm Auflösen von Aufgaben — in den meisten «Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesse*«™ 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bern 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihe 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen t- 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische - 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der T 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Ver_ 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Er 1 ' 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlägshandlir 
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Aufgabe 227. 



X 



x ' y aap — By 
x* — 2x = 2xy 



= 2 



Aufgabe 228. 

x-\-y = xy — 20 



oder: 

und 
also: 



x* + 



64 



«» = 1512 



125 

189 a* = 125.1512 
a* = 125-8 = 1000 



x x = 10 und y x = 8 
Substituiert man ferner: 



so wird: 

a: 8 

oder: 
also: 

und 

daraus : 



64 



* = —* 



a; 8 = 1512 



125 
61a?» = 125.1512 

125-1512 126-27.8.7 



a? 8 = 



61 



61 



a> 2 = 5.8.2^ = aofg 




Auflösung. Man setze: 



Y 



2x — 3y 

= z 

x 



dann lautet die erste Gleichung: 

s + — = 2 

z 

Daraus ergibt sich z = 1 und aus: 

2ar — By =1 

findet man: 

2a; — 3y = x oder a; = By 

Substituiert man diesen Wert in die zweite 
Gleichung, so bekommt man: 

9 y 2 — 6y = 6y2 oder y* = 2y 

Demnach ist: 

y x = y 2 = 2 und a? x = a? 2 = 6 



Auflösung. Es sei: 



V a? + v 



Dann ergibt sich für z die Gleichung: 



und daraus: 



32 + i- = 2 i- 

2 2 



z 1 = 2 s 2 = 



Aus 



6ar 



= 4 ergibt sich # = 2y und 

a? + y 
6a; 1 

aus — ; — = -T- folgt, dass y = 23a: ist. 



a?+y 4 
Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 
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Substituiert man den ersten Wert in die 
zweite Gleichung, so bekommt man: 

und daraus: 

y 1= 4 y 2 = — -g 

demnach ist: 

x t = 8 x % = — 5. 

Ebenso bekommt man durch Substitution von 
y = 23a? für x die Gleichung: 

24a? = 23a?2 — 20 
und daraus: 

*u = -^(«± 1/161) 

Also ist: 

y 8 4 = 2(6±VT5l) 



Aufgabe 229. 

a? + y^ , a> — Vy __ 1 Auflösung. Durch Substitution von: 

■ ■ ' ■ ■ f ■ * "T - ■ ■■■■■ ■ ' ■ ' ^m 4Q ' ■ — M ■ 

x—Yy *+Vy 2 : • a? + V y = ^ 

a?2-f 6y = 4 + 7 Y*2 + 6y + 4: x — Y¥ 

bekommt man: 

,1 «1 

*H = 2 — 

^ s 2 

und daraus: 

*i = 2 « 2 = y 



Aus: 



g+ l/y =2 



a? — Vy 
ergibt sich ferner: 

x = 3 |/y oder a? 2 = 9y 
und aus: ,— 

Erkl. 129. Aus t* — 7t=:8 findet man: a;+yy _ 1 



7 , t / Q . 49 »— Vy 

^12 = -ö"± y 8 + -T- findet man: 



2 



2 



7 x x = -SYy 

= Yi"ö'^ 32 + 49 a * so ©^^äII 8 # 2 = 9y. Die zweite Glei- 

chung lässt sich ferner umgestalten in: 

= y±-2- V8l = y± y 3.2 + 6^ + 4 = 8 + 7 -/*2 + 6y + 4 

also: Nunmehr kann man # 2 + 6y + 4 = £ 2 

7 + 9 7 — 9 setzen und £ berechnen aus der Gleichung 

'i = — 5— = 8 und *a = — ^— = - 1 t* — 7* = 8. Man findet: 

*, = 8 und t 2 = — 1 
Daher wird: 

1) V^ 2 + 6y-f-4 = 8 also: 

a?2 + 6y + 4 = 64 ^d #2 + 6^ = 60 
Da nun ^ 2 = 9y ist, so bekommt man 
15^ = 60 also y 1 = 4. Dazu gehört dann: 
a?2 = 36 also x x% = ± 6 

2) Aus: i/* 2 + 6y-|-4 = — 1 ergibt 
sich # 2 + 6# = — 3 oder da wieder 
x 2 = 9y ist: 

15# = — 3 und y 2 = — -g- 

also: 9 3 

«2 = _ — und a? 84 = ± y V — 5 
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Aufgabe 230. 



x-^y x-\-y o 



** * 16V* — V 



Erkl. 180. Aus: 

5 



t — 



folgt: 



oder: 



also: 



16* 



= — 1 



Auflösung. -J±^ = *. 
Aus z + — == 3 -g- kommt z x = 3, z 2 = y 

f^-8-f« — 2jr»4-=±f— J- 

gibt a? = — 2y. Durch Multiplikation mit 
o? und Umsetzung der Grössen lässt sich die 
zweite Gleichung auf die Form bringen: 

Vx — y hx _ 

x 16^/a? — y ~~ 

Setzt man nun: 

Vx—y _ 

— :=r t 



5 



x 



<*—& = -< 



fl + t = 



Iß 



so bekommt man die Gleichung: 

und daraus (s. Erkl. 130) für t die Werte : 



und 



-~¥ ± T 
<i = -j- <» = - 4- 





1 

t x = -7- und 
4 


_ 1 

"""" 4 
■16y = 


5 

4 


5 
4 

a? 2 


und 




Aus: V*— y 
ergibt sich aber 16 a? — 

Yx— y 
x 


aus: 



folgt 16 a? — 16 y = 25 a? 2 . Substituiert man 
nun in jede der beiden Gleichungen die oben 
gefundenen Werte: 

x , X 

y = Y und y = --ä 



so bekommt man: 
a£ also a? 2 = 8a? und x x = a?, = 8 

y a = y, = 4 



1) . . . 16* — 8a? : 

2) . . . 16ar+8a? = a> 2 also a? 2 = 24a? und x. 



24 



y 8 = -12 



3) . . . 16a? — 8a? = 25a?* also 25a?« = 8a? und a? 4 = 



_8_ 
25 



y* = 



25 



4) . . . 16a? + 8* = 25a? 2 also 25a;2 = 24a? und x b = 



24 
25 



^5 = — 



12 
25 



Aufgabe 231. 

x+ V* 2 — y 2 



+ 



a?— Yx 2 —y* 



x — \/a? 2 — y 2 a?+ V'a? 2 — y 2 



4 



= 54 



Auflösung. Es sei in der ersten Glei- 
chung gesetzt: 



dann wird: 



a? — "j/a? 2 — iß 



z 



1 z 9 
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Erkl. 181. Ans s + — = 9-^- folgt: 



oder: 



und 



^-^i = 9 * z 



*2 — 9-£-s= — 1 

«7 



demnach (siehe Erkl. 131):. 

1 
z x = 9 und «r 9 = -j=- 

z x = 9 gibt aber die Gleichung: 

a?+Va?2 — y* = 9a? — 9 V** 
oder: 

10 |/äj2 — y« = 8a? 
und 

demnach: 

oder: 



y 



2 



-¥*V-»+ 

= -£±-i-\/i6öo 

= i(41±40) 



100a?2 — 100y2 = 64a?« 

36a?« = 100^2 

■ 3 



1681 
81 



z % = -g- liefert den Wert: 



oder: 
und 



9a? + 9 V* 2 — y 2 = * — V* 2 — y* 



also: 



«! = -£~ oder = 9 und z % = -^r- 

<7 v 



Erkl. 132. 

liefert sofort: 



oder: 



Die Gleichung & + 2 t = 

= —1 + 8 



*, = 7 und * 9 = — 9 



Erkl. 183. Aus: 

3 

a? 2 + xy = 72 und y = — a? 

o 

folgt durch Substitution: 

a?2+ -f-* 2 = 72 oder 4-* 2 = 72 
1 5 5 

und a? 2 = 45 also x = + 3 \/5 

Setzt man dagegen in: 

a? 8 + xy = 72 für y = ^- x 

so findet man: 



3 2 

a?2 — a£ = 72 oder -^- a?2 

5 o 



72 



und a?2 = 180 also x = + 6 Y& 



10 Va?2 — #2 = — 8a? 
100 a?2 — 100y2 = 64a?2 

es kommt also für y wieder der schon oben 
gefundene Wert: 

,3 

In der zweiten gegebenen Gleichung wird 
nun auf beiden Seiten + 9 addiert, und dann 
für a?(a? + y) + 9 die neue Unbekannte t 
eingesetzt. Dann berechnet man t aus der 
Gleichung : 

*2-f2* = 63 
63 Es wird: 

t t = 7 und t % = — 9 
Also ist: 

a? 2 + a?y-f-9 = 49 oder a?« + a?y = 40 
und 

a?2-fa?y + 9 = 81 oder a?2-|-a?y = 72 

In diesen beiden Gleichungen bekommt nun 
y der Eeihe nach die beiden Werte: 

, 3 
±T* 
dann ergibt sich: 

1) für x* + xy = 40 und y = -^-x 

x* + -r-* 2 = 40 oder 8a?2 = 200 und a?2 = 25 
o 

also: a? 12 = +5 und y i2 = +3 

2) für x -f- xy = 40 und y = -=-x 

a?2 a?2 = 40 oder 2a?2 = 200 und a* = ioo 

5 

also: a? 84 = + 10 und y 84 = +6 

3 

3) für a?2-f xy = 72 und y = —x 

findet man durch eine ähnliche Rechnung: 



*56 = ± 3 V* 



9 



und y 56 = + -jr- VT 
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4) ebenso ergibt sich ans: 
* 2 + xy = 72 und y = 



8 

— — x 

5 



*78 = ±6V^" nnd yit = T-y-^ 6 



Aufgaben, die auf eine Substitution für — fahren. (Typus n, 1 £) 

Aufgabe 232. 

y* ~ aß ~ y ~ * * 9 Auflösung. Nach der in Frage 15 und 

x—y=z4 Aalgabe 24 angegebenen Methode setzt man: 

X 



Krkl. 184. Aus ** + * = 14 y folgt: 



-w* 



130 JL_ 
9 + 4 



also: 



2 I V 36 2 x 



,, = |<_3-23) = - 18 



23 

6 



3 



gibt zuerst: 






«24-1 = — iJ-z 



3 



und daraus: 



*» + 4y«^=-l 



demnach: 



* 



= i(— 13+ 1/133) 



169 
36 



V 



= z 



und bekommt man die Gleichung: 

-+^-+- + ~ = Wy 
Setzt man ferner: 

z-\ = t, demnach a* + — = ** — 2 

z 



so entsteht für * die Gleichung: 

4 



also wird: 



<* + * = 14 



9 



Aus: 



•+T-T 

ergeben sich aber für z die Werte: 



und aus 



findet man: 



1 z 8 



* M = y(- 18 ±1/133) 



a? 



Da « = — ist. so muss man nun der Reihe 
y 

nach die Werte: 



und 



X X 1 

y y 3 



- = y(- 13+^183) 

in die zweite Gleichung einsetzen. 

1) a? = 3y gibt: 

3y — y = 4 oder 2y = 4 und ^ = 2 
demnach ^ = 6 

2) * = "3-y gibt: 



also: 



1 A A 2 

-g-y — y = 4 oder — -g-y = 4 
y, = — 6 und a?, = -— 2 
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Erkl. 135. Den Bruch: 

24 



3) x = |- (- 13 ± 1/133) 
gibt die Gleichung: 

-}■(— 18±l/IS)-y = 4 

oder indem man mit 6 multipliziert und 
wieder y ausklammert: 

y (— 19 ± Vl88)-= 24 
24 

y 8 4 = 



also: 



— 19 ± l/l33 
Macht man den Nenner rational, so findet 



— 19± T/133 
macht man im Nenner rational, indem mau ihn , . , _ ,. nt> . 

im Zähler und Nenner mit 19 + i/l38 multi- man < 8iehe ErkL 135 > : 
pliziert; dann bekommt man: 2(l9 + l/l33) n / 1 . 1 %/ tko\ 

= =fQ = — ^Vl ± Tq V lodj 



24 



y 8 4 



— (i»qz yiSi) 

— 24 (19 + yl33) 

"~ —(19+: yT83)(i9+ 1/133) 

__ 24 (19 ± 1/133) _ —2(19+ >/l33) 



19 ~" " N " — 19 

— 0±VS)— 0±VS) 

Demnach wird: 



— 228 



19 



19 



6 



oder: 

*s* = --^-(19+ 1/133)(-13± 1/133) 

= — -~- (- 247 + 6 1/133 + 133) 

= --^-(-114+6 1/138) 

= 2= F-^- 1/133 

oder wenn man wieder 19 unter die Wurzel 
bringt: 

* 84 = 2qF2* / * 




19 



Aufgabe 233. 



4-^- und x — y 



3 Auflösung. Die erste Gleichung lässt 

sich umgestalten in: 

*> + **„ + ,* =4 1 . + , + * =4 » 

xy 2 y ' ' x 2 

Setzt man nun — = z, so lässt sich z be- 

y 

rechnen aus der Gleichung: 

2» + 2-| = 4-Tr- oder z A = 2 ^r- 

1 z 2 ' z 2 

Demnach ist: 

* t = 2 und * a = — 

m 
X 

Aus — = 2 folgt a? = 2y, demnach mit Zu- 
ziehung der zweiten Gleichung: 

2y — y = 3 oder y t = 3 und x x = 6 

a? 1 
Aus — = -ö* folgt y = 24:, demnach: 

x — 2a? = 3 oder x % = — 3 und y 8 = — 6 



r 
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Aufgabe 234. 

(a? + y )/ r l + i\ =:a und *2 + y 2 = &2 Auflösung. Wie in der Auflösung zu 
r JJ \x ' y ) '.* Aufgabe 233 gezeigt ist, ergibt sich aus der 

ersten Gleichung: 

zA = a — 2 

■ x 
wenn z = — gesetzt wird. Daraus' folgt 

dann z 2 — (a — 2) z = — 1 und 



*n.-— jf -i- 2 



Also ist: 



* = |-(a — 2 + Va(a — 4)) 



und 



** zxlLfo — lo + A + a* — 4a±2(* — 2) ^/a(a — 4)) 

=r-^(2a2 — 8a + 4 + 2(a — 2) Ya(a — 4)) 

Addiert man dazu y 2 , so bekommt man ft 2 . 
Auf der linken Seite ergibt sich der Aus- 

Erkl. 18«. Bringt man in der Gleichung: *"* 2 (siehe ErkL 136): 

+ y* = 58 demnach die Gleichung: 

#* vor eine Klammer, so ergibt sich: il ( a _ 2) (a — 2 ± l/a(a — 4)) = 6» 

-^(2a« — 8a+8 + 2(a— 2) Ya(a— 4)) = &* und 

2ft2 

oder indem man 2 ausklammert und für y 2 = 7 ■ ■ 

a* — 4a + 4 setzt (a — 2)« (a — 2)(a — 2 + >/a(a — 4)) 

y 2 /, «x« 1 , «v / — ; irv x« Man macht den Nenner rational, indem 

^((a-2)*±(a~2)Va(*-*)) = h* man ^ 

a — 2+ yT(ä — 4) 
multipliziert. Dann ist: 

2 _ 2&g(q — 2ip Va(q — 4)) 
y "" (a — 2)(a2 — 4a + 4 — a* + 4a) 

_ 262(a-2+l/a(q-4)) _ &Vq ^ n 1 / «(*-- *) \ 
~~ (o — 2)4 ~~ 4\ "*" V (a — 2)2/ 

und 



'-±iV»Ti\/^ 



Erkl. 187* Man kann setzen : 



- ± ¥ (,V T=2 + V "a^rä J Erkl.137) 



9 — 2 ( g — 2 ) __ 2a — 4 

fl __ . 2 — r a 2 

oder . Durch eine ähnliche Rechnung findet 



a , a — 4 
T" 



man: 



' = ±t(V^±V^t) 



a — 2 ■ a — 2 
Demnach lässt sich der für y gefundene Aus- 

*"* "t ^"" '"■ . Setzt man z. B.: 
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Die Grösse unter der Wurzel ist aber das volle so wird : 
Quadrat von: 



Yir^Wi^j 



wie sich aus einer Vergleichung mit: 

ergibt. Es lässt sich demnach aus dem Aus- 
druck die Wurzel ziehen. 



— (VW® 



Aufgabe 235. 

4*2 — 12a?y — Itß = 

2a* + 3y* = 110 



Aufgabe 236. 

2x* + Bxy — 9y* = o 
Sxy — 4y 2 = 8 



Also: 






25 ^ V 25/ 



8 6 

±5.y = ±8 und y 8 4 = ±5-5" 



und 

* 12 = ±6 



= ±6 
*84 = ±8 



Auflösung. Wie in der Antwort auf 
Frage 16 und in Aufgabe 25 entwickelt 
wird, muss man die erste Gleichung durch 
xy dividieren. Dann bekommt man: 

4-£--l2-7-^ = 
y x 

oder wenn man — = z setzt: 

V 

4s_12 — — = 

z 

Demnach hat man für z die Gleichung: 



*» — 3z = -- 

4 



und daraus: 
Also : 



_7 
2 



«2 = 



_1_ 
2 



7 49 

1) a? = yy und x* = —y* 

oder durch Einsetzung in die zweite Gleichung : 

49 

_^2-|-3 y 2 == iio und y* = 4, ^, = ±2 

2) Aus: also* 12 = ±7 

-^y und a? 2 = -j 
folgt ebenso: 



x = — — y und x 2 = -j-y 2 



-|- + 3y2 = 110 und 7y* = 220 



also: 



/" CK / CK 

y84 = ±2y— und a- 84 = q:y — 



Auflösung. Nach derselben Methode wie 
in der Auflösung zu Aufgabe 235 bekommt 
man die Gleichung: 

2s-- — = ~ 3 oder ^ + y z = Y 
Demnach wird: 

*, = — und e 2 = — 3 
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Aufgabe 237. 

x* + 2xy 



y" 



= (-20 und 

y 



x ■ y 



Aufgabe 238. 

* 8 + *y + y 2 = 7 

2a?« + 3a?y + 4y* = 13 



Erkl. 188. Aus: 

s + l + i- 



2s + 3-f 



J_ 
13 



z 



Also: -v m __ 3 

und in Verbindung mit der zweiten Gleichung: 

9y* — 8y 2 = 16 oder y* = 16 und y lf = ±4 

also a? lt = + 6 
2) . . . * = — Sy 

gibt die Gleichung: 

— 3y* — 4y« = 8 oder y* = — y 

7 



also *84 = T 8y — y 



Auflösung. Aus der ersten Gleichung 

x 
bekommt man durch Substitution von — = z 

z*-\-z = 20, demnach : ^ 

z x = 4 *j = — 5 
Substituiert man der Reihe nach: 
x = 4y und * = — 5y 
in die zweite Gleichung, so ergibt sich: 

1) . . . 20y = 20y2 also y x = y % = 1 

und a?j = a?, = 4 

2) . . . %y — 15y = + 25y* 

oder 7y = + 26y* also y 8 :=: ° 



y* = + 



25 



und #3 = a? 4 = — 



Auflösung. Man behandle die Gleichun- 
gen nach der in der Antwort auf Frage 17 
und in der Auflösung zu Aufgabe 26 an- 
gegebenen Methode. Danach hat man die 
Gleichungen zunächst durcheinander und dann 
im Zähler und Nenner durch xy zu divi- 
dieren. Dann bekommt man: 

** + xy + y* _ 7 

"- 13 



und 



bekommt man, wenn man den Divisor und Divi- 
dend auf gleiche Benennung bringt: 

*» + * + ! __ 7 
2*2-}-3s-}-4 ~ 13 
und daraus: 



2a?*-f-3a?y + 4y2 

- + ! + ■*■ 
y ' a? 

2 — + 3 + 4-^- 
y x 

x 



13 



also: 
und 



13*2 + 13* + 13 = 14*2 + 21* + 28 
*2 + 8* = — 15 



Setzt man jetzt — = z 1 so ergibt sich: 

* + ! + — 

1 l z 7 



2* + 3-| 



13 



* = — 4 + /— 15 + 16 = — 4 + 1 
z x = — 3 * 2 = — 5 



Sodann nach einigen in Erkl. 138 ausge- 
führten Reduktionen: 



und daraus: 



*2 + 8* = — 15 



z x = — 3 z % = — 5 
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• * » 



also: 

x = — 3y und x = — 5y 

Substituiert man diese Werte in die erste 
Gleichung, so bekommt man: 

1) . . . 9y*_3 y 2-f y s = 7 oder y 12 = ±l 

und a? 19 = + 3 

2) . . . 25y2 __ 5 y 2 -|_ y 2 = 7 oder 21 y* =: 7 



^84 



= ±V^ * = Wt 



Aufgabe 239. 

Sx* + 4xy + &y*=: 71 
bx2 + 2xy + Sy* '= 69 



Erkl. 139. Aus 74*2 — 67* = 66 findet 
man der Reihe nach: 



_ 67 , 
?ia ~ 148 ^ 



v- 



66 672 

T" 



74 ' 1482 



= -jig.(67± V 19536 + 4489) 
= -iJ8 (67± ^24025) 



= W (67±155) 



also : 



_ 222 
**"~ MB 



3 
2 



88 



* 2 "~ 148 — 



22 
37 



Auflösung. Nach derselben Methode be- 
kommt man für z die Gleichung: 

148*2 — 134* = 132 oder 74*2 — 67* = 66 

Daraus ergibt sich dann: 

3 22 

* 1 = ¥ und z % = - — 

Substituiert man nun: 

3 22 

x = ~2& und a? = "~"37" y 

in die erste Gleichung, so bekommt man: 

97 

1) . . m ^y2 + 6y2 + 6y2=7l 

oder 71 #2 — 284 oder y 2 = 4 
' und y 12 = + 2 also a? 12 = + 3 

2)... *^Ly2-^y* + 6y2 = 71 

oder 1452^2 — 88- 37y2 + 5.3723,2 = 71-372 
oder 1452 y2 — 3256 y2 -|- 6845y2 = 71-372 

also: 

5041^2 = 71-372 

oder: 

07 

71y2 = 372 und y 84 = +_=- 

demnach: 

___ 22 

*** = + yn 



Aufgabe 240. 

X * + X y + y*= ai+ £ +1 



Auflösung. Man gewinnt für z zunächst 
die Gleichung: 

*2-f*-fl _ q^ + q2 4- 1 
■2^24.^-1-3 — 2a* + o2 + 3 

und daraus (siehe Erkl. 140): 

*2 (a2 — 1) — * (a* + 2) = — «2 (a2-f 2) 

Demnach ist: 
_ q* + 2 / ~Zr^T(g2 _(- 2) ( A4-2)2 

~2(a2 — 1) ± V a2 — 1 +4(02 — 1)2 



_ q* + 2 ,/^4 
— 2fq2 — l)/^ V 



— 4 (q2 + 2) q2(q2 — 1) + (q* + 2)2 



(q2-l) 
1 
2 (q2 — 1) 



4 (q2 — 1)2 
(q* + 2 + y a 8_4q« + 8q2 + 4) = 



2(q2 — 1) 



[q* + 2 + (q* — 2 q* — 2)] 
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Erkl. 140. Multipliziert man die Quotienten Nach Auflösung der Klammer findet man 

■gff + s-j-i _ q*-|-q2-f-i dann: 

* 2 + * + 2 " 2a* + a2 + 3 ^ = a2 und ^ = J?!+2 

überkreuz, so bekommt man : a — 1 

2 a4?2 + 2a*z + 2a« + q2#2 + a 2 ^ + a 2 + 3 «2 Demnach ist: 

+ 8* + 8= a a** + a4« + 8* + 2«M * = q2y und * = "* + f y 

oder: Substituiert man diese Werte in die erste 

— a*s2 4- *2 _|_ a 4s -j- 2s = a 4 _!_ 2<*2 Gleichung, so bekommt man : 

also I fl 4 l a 2 -I- 1 

*2( Ä 2 — 1)— jr(oi-f 2)=s — a«(aa + 2) 1) . . . q*y2 + q«y2 + y2 = a2 

Löst man die Gleichung, so kommt man, wie oder . 

im Text nachgewiesen ist, auf: ' 4 i 2 • ■• 

y o8 _4a« + 8a» + 4 " y » ( tt * + «« + 1) = + « + 

Man kann daraus in folgender Art die Wurzel also : 

ziehen: 1 . 1 , . 

, y 2 = —3- und y 19 = H also x 12 = + a 

tfa* — 4q« + 8q«-|-4-= q* — 2a« — 2 * « 2 " — a n — 

(2a4) -4ag + 4a« „4 + rf + l 

— 4a* + 8a2 + 4 + y 2 = a g 

(2a4-4a*)-4 q4 + 8q2 + 4 . oder . 



a*Th4a2 + 4+a« + a2 — 2 + a« — 2a2 + l a * + a* + l 

^ (q2— 1)2 q2 

daraus: 
m 2 3q*-f 3q2-|-8 __ a*+a? + l 

y ( a 2 — 1)2 ~ ö 2 

und 

_(02_1)2 



y "" 3a2 



also: 



y 8 4 



,02—1-/1 a 2 + 2 - /l 

= ±-ä-VT ^ ^ = ±— r-VT 



g) Aufgaben, die mit Hilfe der reciproken Gleichungen gelöst werden. 

Aufgabe 241. 

xy + xy* = <* (= 24) Auflösung. Man wende die in Auf- 

x + x%fi = b (=56) gäbe 27 angegebene Methode an, indem man 

die beiden Gleichungen zunächst durch ein* 
ander dividiert. Dann hebt sich x und man 
bekommt: 

Erkl. 141. 1 + p = T 0der «y 8 -** 2 - & y + « = 

y+1 KZ^2~ &y+a|ay2 " (a t 6)y+a Die erste Wurzel dieser Gleichung ist 
J r y 2 , . *•. y l = — l. Dividiert man dann die Glei- 

-uXb\i*-la4-ftv chuD £ durch V+ 1 ' 80 er ^ ibt 8kh *** Quo " 

Ka^o )y w^r °jy ^^ (giehe Erkl ul) . 



+ WVUH IWAV.U\S U1U1I 121 f • 

av-- q 
+ qy + q ay2 - (q + 6) y + q = 

Daraus erhält man: 



y*8 



= ^ ± y^^ = ^ (fl + 6±i/(a + 6)2 _ 4a2) 
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Setzt man z. B. a = 24 und h = 56, 
so wird: 



^28 



6400 — 2304 



— 80 , -./ Sog — 4-24« _ 5 n 

"" 48 ± V 482. — 8 X V 4g 8 

5 1 ^^ 5 , 64 6,4 



3 -^ 48 
also: 



y 2 = +3 und y 8 = 



8 
3 



a: = 



# ergibt sich durch Substitution in die erste 

Gleichung: 

24 24 . , 24 -. 

also x 2 = -r^- = 2 und x z = -^- = 54 



y + y 2 ™" ~ 9 ~ 12 

Für y x = — 1 wird x t = « 



9 



Aufgabe 248. 

x-\-xy*\> xy* = a (== 35) 
a?2 + aj2y2 + a.2y4 = & (= 525) 



Erkl. 142« Eine zweite Lösung ergibt sich, 
wenn man vom Quadrat der ersten Gleichung 
die zweite abzieht: 

X 2 -|_ 2a?2y + 3 J?2y2 _|. 2a?2y8 _|_ x 2yi = ö 2 

#2 4-* 2 y 2 +a?2y4 = t 



= a2 — d 
a 2 — 6 



2a?*y + 2«2y2 -j- 2a?2y8 
oder a? 2 y (1 -f- y 4- y2) 

Da nun a? (1 + V + y 2 ) =: a * st ) so wird: 

a 2 — b 

Ist wieder a = 35 und b = 525, so wird 
xy = 10. Multipliziert man nun die erste 
Gleichung mit y, so bekommt man: 

xy-\-xy*"\-xy* = 35y 

oder da xy = 10 ist: 

10 + 10y + 10y« = 35y 
und daraus: 

25 



und 



also: 



"■-TB"*" 1 



y 4 :r Vl6 4 :r 4 



y 1 = 2 und y 2 = — 



Auflösung. Erhebt man die erste Glei- 
chung ins Quadrat, so bekommt man: 

a? 2(l+2y+3y2 + 2y»H-y*) = a 2 
Dividiert man durch die zweite Gleichung, 
so hebt sich x 2 und man bekommt: 
a 2 -j- a 2y2 + tfy* = 6 + 26y + 3fcy2 4-2&y8 

-f*y4 

oder: 

y* (a2 — ft) — 26y» + y2 (a* — 3b) — 26y 

+ (a2— 6) = 

Es ist dies eine reciproke Gleichung, aus 
der man die Werte von y berechnen kann. 
Ist z. B. a = 35 und b = 525 , so lautet 
sie, da: 

a 2_& = 1225 — 625 = 700 
und 

a2 — 36 = 1225 — 1575 = — 350 
ist: 
700y* — 1050y» — 350y2 — 1050y + 700 = 

oder indem man durch 10 kürzt und durch 
y 2 dividiert: 

70 ( y * + "^)" 106 ( y+ y)~ 35 = 

Setzt man daher: 

y + i = * und y* + -l- = *2-2 
y y 

so wird: 



oder: 
demnach: 



70 ( Z 2 - 2) — 105s — 35 = 
70*2 _ 105s = 175 



>12 



-T±Vf 



o. 9 -1-4-1 

"^Te""" 4^4 



und 



*' ~""2 



s 2 = — 1 
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Zar Bestimmung von y hat man daher: 

i)... y +i.= 2 i 

woraus sich ergibt: 

y x = 2 und y 9 = y 

2) . . . y + — = — 1 
y 

demnach : 

1 



y 2 + y = -l tind y 84 = — — + — V— 3 

Für a? bekommt man aus der ersten Gleichung: 
_ 35 _ 35 

*~ 1 + y + y* ~~ 1 + 2 + 4 
also x x = 5, ferner: 

Die imaginären Werte von y u geben x = co 



80 ist: 



Aufgabe 243. 

**+*v+**P+*v = >(=<*) gJtiSfS: Das Quadrat der en,ten 

X 2 -|_ a;2y2 .j. ^2^4 -f. a.2 y 6 -J- 2a?2y + 2a? 2 y» + 4*2 y» 4- 2a?2y* + 2<r* y5 = a« 

Subtrahiert man davon die zweite Gleichung, 
so bekommt man: 

x*y + a?«y2 _|_ 2a?2y» + a?2y* + a?V = — 5 — 

Dividiert man dies durch die zweite Glei- 
chung, so hebt sich x 2 und zur Bestimmung 
von y erhält man die Gleichung: 

y + y 2 + 2y» + y* + y*> q2--d 

i+^+^+y 6 26 

oder wenn man kreuzweise multipliziert und 
die Glieder nach Potenzen von y ordnet: 

(a* — fc)y6 — 2&y& + (a2 — Sb)y* — 46y» + (a* — Bh)y* — 2by + a* — 6 = 

vliuo a ± ± Aus dieser reciproken Gleichung kann 

Erkl* 143* Setzt man: • f £, . , t» 

mj±ml±. x»o. ««7W0H m«ii. man y berechnen. Setzt man z. B.: 

y -| = z a = 15 und 6 = 86 

so bekommt man: 



1 140y«--170^ — 30y< — 340y3 — 30y8— 170y 

y 2 +-^F = * 2 -2 +140 = 

und Man kürzt nun mit 10 und dividiert durch 

y 3 + 3 y 2.JL4.3 v .J_ + _L = 3& y 3 - Vereinigt man dann die Glieder mit 

oder- V y 2 y* gleichen Koeffizienten, so ergibt sich: 

^ + 3^ + 3.-1 + -^- = ^ i 4 ( y 3- h ^)-l7( y 2 + _^)^ 3 ( y + l) 



— 34 = 



also 



*+<*+7)+£=- Snb8tituiert maü IT 1 

i #H — = z 

* s + 3 * + 4f = * s y 

* so bekommt man (siehe Erkl. 143): 

l 14 («8 — 3 z) — 17 (*2 _- 2) — 3 « — 34 = 

y8+ ~^T := * 8 '~ 3 * oder: 14*3-17*2 — 45* = 



HO Auflösung der quadratischen Gleichungen mit awei Und mehreren Unbekannten. 



Die quadratische Gleichung: 
14*2 — 17* = 45 
liefert für z die Werte: 



'23 



also : 



= 21+i/^+ 

28 ^ V 14 ^ 
28 — V 



289 



282 
2809 17 + 53 



282 



28 



5 9 

*a = y ^ ** = — y 



Erkl. 144. Aus: 

y~\ — ■= — i-TT 

ergibt sich zunächst: 
demnach: 



— Sr±V^I+ 



81 
196 



Ferner ist: 

* 2 = ~m ^ 81 + 18 * /=riT s- 115 ) 
^-i^t-^+isi/ 1 ^ 

= -!-(- 17 + 9 l/^ll5) 
Endlich: 
2,3= JL (- 17 + 9 l/=U5) 



Die erste Wurzel ist demnach z x = 0. 
Die beiden anderen findet man aus der qua- 
dratischen Gleichung: 

14*2 _ 17* = 45 

Daraus bekommt man für z die Werte: 
«2 = 2— und * 2 = — l — 

1) Aus z 1 = findet man: 

y H = oder y2 = _ i un a y 12 = + 1 

y 

Die Substitution dieses Wertes in die erste 
Gleichung gibt: 

15 __ 15 ___ 15 

l + * + *2 + i3~ 1 + t — 1— •"" 

= 00 

2) Aus y-j = 2-g- findet man: 

y 8 = 2 und y 4 = — 

Durch Substitution ergibt sich dann für x: 

x z = 1 und a? 4 = 8 

3) Aus yJ r ±- = —\\ folgt: 



a: = 



y 56 



= ^(-9+^-115) 



ferner (siehe Erkl. 144): 



y 2 = -^-(- 17 + 9 l/=ÜB) 



und 



y» = 



(1188 + 64 \/-115) 



98 



14-98 

1 
14-98 



(153 + 64 |/=nS5 + 1035) 
(1188 ± 64 /^TIö) 



14-98 

Will man daraus x berechnen, so hat 
man die gefundenen Werte zu 1 zu addieren 
und in die Gleichung: 

= 15 

i+y+y*+y 3 

zu substituieren. Man findet: 

1+* + *° + *» = ^±-4-^=115 



9 



= -*zr^±V=ÜS) 



Demnach ist: 



343 



x = 



15 



15-343. (40 q: 1/— 115) 



9 



343 



(40 ± Y^TlS) 9(40+ l/-H5)(40H= V^Tlö) 

Da nun das Produkt der Elammergrössen 
im Nenner nach einem bekannten Satze der 
Algebra gleich der Differenz der Quadrate 
ist, so ergibt sich: 

1715 (40 + y/="il5) _ 1715(40+ \Z— 115) 
3.(1600 + 115) "~ 3-1715 

= ~(40T^ :r H5) 



«56 = 



Ueber das Auflösen der Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten. Hl 

Aufgabe 244. 

* (1 - y - y* + y*) = 27 Auflösung. Erhebt man die erste Gleichung 

X 2 (i__ y i _ y4 + ^) -. 3645 aufg Q ua d r at, so bekommt man (s. Erkl. 145) : 

*2(l--2y — y2 + 4y«— y* — 2y&+y«) = 729 

Diese Gleichung lässt sich vereinfachen, wenn 
man beachtet, dass: 

a?« (1 — y 2 — y* + y 6 ) = 3645 

ist Substituiert man dies, so bekommt man: 

*t _io A * 729-3645 —2916 
* 2 (— y + 2y* — y 5 ) = ^ = — g = "" 1458 

Die Division dieser und der zweiten Glei- 
chung gibt dann: 

— y -{_2y» — ys _ 1458 _ __jä^ 
l — ^ — yA-j-ye — 3645 ~~ 5 

„ ,, --., « . oder indem man kreuzweise multipliziert und 

Erkl. 145. Es ist: nach y ordnet . 

(1— y — y* + y*)* 2y* — 5y* — 2y4 + 10y8 — 2y* — 5y + 2 =0 

= l+ys+j^ + y 6 — 2y-4-2y» — 2y* Substituiert man in diese reciproke Glei- 
„2y2-2y* 4-2y» chmg . i 

= l-_2y — y2 + 4y8 — y*-2y*+y« y ^"y" Z 

so bekommt man (siehe Erkl. 146): 
2*8 — 5*2 — 8s + 20 = 

Diese Gleichung dritten Grades lässt sich, 
indem man aus der ersten und dritten Grösse 
2 z und aus der zweiten und vierten Grösse 
hz ausklammert, in ein Produkt zweier Fak- 
toren zerlegen. Man bekommt dann: 

- M , JÄ w ,1 .. 2*0* — 4) — 5(s2-4) = 

Erkl. 146. Wenn y H = z, so ist: oder: 



x y (* 2 — 4) (2s — 5) =0 

y % -\ — * = * 2 — 2 Demnach ist: 



y 



2 



1 



und l) ... 2z — 5 = oder «j = 2y 

* 8 + -^T = ^-3s (s. Erkl. 143) 2) . . . rf-4 = oder s 2S = ±2 

Dividiert man nun die Gleichung: Aus: g _ y i _L = 2 — 

2ye— 5y&— 2y*+10y8— 2y2--5y+2 = l V ° 

durch y» und setzt man die gleichen Koeffi- ^ et man: _ __ 1 

zienten vor eine Klammer, so bekommt man: #i — 2 y 9 — -g- 



2 



aus: 



+ 10 = 
1 



ergibt sich: 



* a = y+- = 2 
y 



oder, wenn man y-\ = z substituiert: y2 — 2y + l = oder y 84 = 1 

aus * 
2(*3_ 3 )_5( Ä 2_2) — 2* + 10 = ' i 1 o 

x ** = y H — = —2 

oder: * y 

2*8 — 5*2 — 8* + 20 .= ergibt sich: 

y 2 + 2y + l = oder y 56 = — 1 
Substituiert man dies in: 

_ 27 

~~ 1 — y — y 2 + y 3 
so bekommt man nur für die beiden ersten 
Werte von y endliche Werte von x> nämlich: 
x x = 9 und a? 2 = 72 







'(.. 
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Aufgabe 245. 



x* — y* + 



X 

x 2 



= 9 



= 117 



Erkl. 147. Aus der Gleichung: 
t*—2t + l _ 9 
*2 — 3 ~ 13 
ergibt sich durch Multiplikation: 

13*2 __ 26* + 13 = 9*2 _ 27 
oder: 

demnach: 



4*2 — 26* = —40 
= 1(13 ±1/9) 



also: 



= 1-(13±3) 



*i = 2 — und * 2 = 4 



und 



Auflösung. Schaft man in den beiden 
Gleichungen die Brüche fort, so bekommt man: 
a? 2 — a?y + y2 = 9^ 

aHt— .a?2y2 + y4 = 117^2 

Femer ist das Quadrat der ersten Gleichung: 
a*+a?2y2-|_^_ 2a%+2#2y2__2a?y8 = 81a£ 

Dividiert man dies durch die zweite Glei- 
chung so wird: 

a^+y* — 2ir»y + 3a?2y2 — 2o?y3 81 9 



A* — «2y2 -J- y 4 — 117 — 13 

Nun dividiert man im Zähler und Nenner 



x 



durch %*y 2 , und setzt zugleich — = z, 

dann ist: y 

z2 + Ji_ 2 s + 3- — 

1 z 2 z 9 



«•— 1 + 



13 



oder: 



*2 



z* + 



z* 



(■+*) 



+ 8 



9 



^ «2 

Substituiert man dann: 

z-\ = * und s2-| — ^ = ^2 — 2 

2 ' 2? 2 

so ergibt sich für * die Gleichung: 

*2 — 2 — 2*-f-3 __ 9 

*2 — 2 — 1 ~~ 13 
oder: 

;2_2* + l _ 9 

*2 — 3 ""13 
und daraus (siehe Erkl. 147): 

*! = 2 -jr- und * a = 4 
Man hat also: 

1) s -| = 2 — also 2fj = 2 und ar, = — 

Da z = — ist, so wird: 

y 

a? = 2y und x "=-\ 

Die Substitution von # = 2y in die erste 
Gleichung gibt: 
4 y 2 _ 2y2 -fy2 = I8y oder 3y2 = I8 y 

also: y t = und y a = 6 

demnach: A „_* _ 1Q 

x x = und a? 2 = 12 

Substituiert man dagegen: 

y 

so findet man: 

/2 „2 9 



5~ j r+y* = Ty oder 3 y 2 = 18 y 



» V .. : 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M, 1881. 



r ,)■ 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer a kann von jeder > Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



»jährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 



yr; jw^./.X' 



r 



■eis Die Gleichungen des 2. Grades j 

des Heftes "" ""*' •""' ■»•*••« - "-**■■■• " 7f ' 




Aufgaben - Sammlung 



Angabt 



aerBe 

Trigon 
Differe 



findige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
ureh jede Buchhandlung bezogen werden. 




Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik 9 math. Geographie , Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Hegeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn -eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien , Schulleh rer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, teehn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Yorbereitnngs-Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung, eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende« Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten« Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bei 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft Verleiher 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen ~ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der F 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Ver J 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erle 
thunlichst berücksichtigt. 

sttrttgart. Die Verlägshaiitf 11 - 
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Für y kommen wieder dieselben Werte: 

y 8 = ^4 = 6 
während : 



wird. 



« 4 = 3 



Erkl. 148. Aus: 



ergibt sich: 

und 

also: 

Ist: 

so wird: 



s + — = 4 
z 

«2+1 = 4* 

z* — 4« = — 1 



z = 2± V— 1 + 4 = 2+ 1/3 
x = (2± \/W)y 

a* = (4±4 T/3" + 3)y2 
= (7 + 4 V*)t,* 



2) Der zweite Wert von t gibt: 

s + — = 4 
1 z 

demnach: 

z = 2±V'd und # = y(2+-/3~) 

Die Substitution in die erste Gleichung gibt 

dann (siehe Erkl. 148): 

(7±4 VDy 2 -(2± VT)y2 + y2 

= 9(2±\/3")y 
oder : _ _ 

7y2_ 2^ + ^2 + 4 \/3"y2+ y^ y* 

= 9(2+ V3)y 

6y 2 ±3 v / 3"^ 2 = 9(2+ Y$)y 
Das eine Wertepaar von y ist wieder = 0, 
das andere wird: 

9 (2 ±1/8) _ 9(fl± 1/8) « 

y78 "" 6 ±8 1/8" y?8 "" 3(2± 1/8) 
und 

^78 = 3(2±l/3) 




Aufgabe 246. 

(* — y) (** — y2) = I6a?y 

(#2 _ y 2) (aj4 _ y 4) = 640o?2y2 



Erkl. 149. Aus: 



2 + 



* + 



2_ 
5 



erhält man durch Multiplikation und Division 
mit z: 



Auflösung. Quadriert man die erste 
Gleichung, so bekommt man: 

(a. _ y )2 ( X 2 _ y 2)2 = 266a?2y2 

die zweite Gleichung lässt sich zerlegen in: 

( X 2 _ y 2) (jr» — y2) (#2 + y 2) = 640a?2y2 

Dividiert man beide Gleichungen durch ein- 
ander, so hebt sich: 

( X 2_ ^2)2 und a? 2 y2 

und es bleibt: 

X 2 — 2sy + y2 _ 2 5g _ — A 

»* + yi ~" 640 ~~ 5 

Daraus ergibt sich durch weitere Division 
mit xy\ 



oder: 
smnach: 



Z 2 _ 2z + 1 = -=- («2 + 1) 



3*2 — 10s = — 3 



*-2 + -^ 
y # 

£.+ *. 
y ' a? 



_2 
5 



12 



= T±V- 1 + T = T< 6 ±^ 



= y(5±4) 



oder indem man — = z setzt: 

y 

1 z 2 

71 -y 

z-\ 

1 z 



Iso: 



Daraus geht dann die quadratische Gleichung: 

:— 1 
Met g er, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 8 



z x = 3 und z 2 = y 



*-*• 






*• ff*..» 



in;-' 

'•Vi', 



# 



>•& 



I •.*. 



&r' 






Ü4 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 

hervor (siehe Erkl. 149), deren Wurzeln sind : 

z t = 3 und * 2 = y 

Man hat also: 

13 . . . x = 3y 

in die erste Gleichung einzusetzen. Dadurch 
bekommt man: 

2y.8y2 = 48y2 

Lässt man den Wert y = unberücksich- 
tigt, so findet man y x = 3 , daher x x = 9. 
Substituiert man: 

1 



so wird: 



oder: 



8)'...* = j|f 



3 y " 9 y " ~~ 3 



y 2 = 9 und ar 2 r= 3 



,2 



Aufgabe 247. 

(* + y) (*? + y 8 ) = 27 nnd * 2 — y 2 = 3 



Erkl. 150. 

* + l|2*» — 8«* — 3* + 2|2** — 5* + 2 
2*8 + 2*2 

— 6*2 — 3* 

— 5*2 — 5* 



Auflösung. Die zweite Gleichung lässt 
sich zerlegen in: 

(* + y)(* — jr) = 8 
Das Quadrat davon ist: 

(*4-y) 2 (# — y) 2 = 9 
Dividiert man dies durch die erste Glei- 
chung, so bekommt man: 

(g-f y)2(a — y)2 (g + y) (g2 — 2xy + y2) _9_ 

(rr + y) (*• + y 8 ) tfS + y» 27 

oder wenn man die Klammern löst: 

x* — x 2 p — #y 2 -|-y 8 1 

ä* + yä "" "§" 

Dividiert man nun im Zähler und Nenner 
durch # 3 , so bekommt man: 



/2 



/3 



X X 2 x$ 



1+ 



11 



1_ 

3 



+ 2s + 2 
Aus 2*2 — 5* + 2 = folgt: 



oder wenn man — = z setzt: 

x 



also: 



~l±V- 


1 + — = 
^16 


=4± 


VI 


= 1(5 + 3) 








* 2 = 2 


und * 8 


_ 1 

~~ 2 





1 — ar — «S + «8 = -±-(l.-|-ar») 



oder: 



2*3 — 3*2 — 3s_|-2 = 

Die erste Wurzel dieser reciproken Glei- 
chung ist z x = — 1. Dividiert man die 
Gleichung mit z -\- 1, so bekommt man (siehe 
Erkl. 150): 

2*2 — 55f _|_2 = 
und daraus: 

_ 1 

* 2 — 2 * 8 — — 

Die erste Wurzel # = — 1, aus der folgt, 
dass x = — y ist, kann nicht weiter ver- 
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wertet werden, ist also unbrauchbar. Aus 
z % = 2 folgt x = 2y nnd durch Substitu- 
tion in die zweite Gleichung 3y 2 = 3 oder: 

*u = ± 1 ™* x \% = ± 2 
Aus z z = -ö- ergibt sich: 



Aufgabe 248. 

(* 2 + y 2 ) (a* — y 8 ) = 925 

(*2 _ y2) (a-8 -)- y8) = 637 



Erkl. 151. 

x — y\ a£ — y 5 |** + ^^ + # 2 y 2 + x 9* 4" y 4 
a? 5 — x*y 

x*y — y$ 
x*y — a 3 y 2 



aPy* — y& 
a*y2 __ a;2y8 



#2y3 y5 

#2^8 — X y* 
xy*~y b 



Erkl. 152. Aus: 



folgt: 



925 
144 



>12 



925 1 

144 "^ 4 



=-i±v- 

— 1 , ^/ 925 + 36 

~~ 2 ± V 144 

— hV 



demnach: 



144 



= _(_6±31) 



Aus: 



<> = 12 



— und t 2 = — — 



ündet man: 



, 1 25 

Z + T = T* 

12 



oder: 



also: 



x = --y und - T -y2 — y2 = 3 



— — y2 = 3 und y 2 = — 4 

y 84 = ± 2* und x 84 = + i 



Auflösung. Löst man die Klammern, so 
bekommt man die beiden Gleichungen: 

x* -|- x*y* — x 2 y* — y* = 925 
und 

x* — a?3 y 2 _j_ x *y » — y* = 637 

Durch Addition und Subtraktion erhält man 
daraus zwei neue Gleichungen, nämlich: 

2a* — 2y* = 1562 oder x& — y*=z 781 
und 
2 x*y* — 2a?2y3 = 288 oder a£y2 — y«** = 144 

Dividiert man diese beiden Gleichungen, so 
bekommt man: 

#5 — y& _ 781 
a?»y2 — a? 2 y8 ~~ 144 

oder wenn man durch x — y verkleinert 
(siehe Erkl. 151): 

x* + z*y + a?«y2 + X y* + y* __ 781 
a?«y2 ~~ 144 

Dividiert man nun die einzelnen Glieder durch 

x 
x 2 y 2 und setzt man gleichzeitig — = z, so 

bekommt man für z die Gleichung: 

Nennt man ferner: 

z A = t, also *2 + = *2 __ 2 

1 z 2? 2 

so wird: 

«2— 2+1+*= 



781 
144 



oder * 2 + t = 



925 
144 



demnach (siehe Erkl. 152): 

25 



*i = 



12 



h = 



37 
12 



Setzt man wieder z -\ für t, so bekommt 

man aus: 

. 1 25 

Z + T = -12 

für z die Werte: 

4 »3 

*i = "g" nnd ** = T 
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und daraus: 
25 



aus: 



*u 



24 



1 V r 576 24 1 V 576 



49 

576 die Werte: 



. 1 37 

Z + T = — 12 



= -2T( 25 ± 7 ) 



also: 



32 4 
* 1 = — = _ und s 2 



24 



3^ 

4 



Aus: 



folgt: 



daraus dann: 



z + T = -l2 



o , B7 

^12 



* 34 = JL (— 37 + /793) (siehe Erkl. 152) 

Nun setzt man wieder z = — , hat also: 

y 

1N x 4 , 4 

l ) -r- = -TT oder x = — v 
^ y 3 3 y 

Durch Substitution dieses Wertes in die erste 
Gleichung bekommt man: 

(^y 2 +y 2 )(-g-y 8 -y 3 ) = »25 



oder: 



'34 



= -gj-(-3J±l^7W) 



1369^ 
576 



25 37 



9 27 



y& = 925 



Erkl. 153. 



V79Ö = 28,16 
4 

a\ 893 
4 ' 384 



oder : 

y& = 9-27 un d yi — 3, also x 1 = 4 
2) Aus: 

7 = T f0lgt * = T y 
und durch Substitution in die erste Gleichung: 



oder : 



25 37 R 

— • — v 5 = 925 

16 64 y 



KÄ , 900 
56 > 561 



Kflo\ 33900 
562 > 33756 

Man hat dann zu + 28,16 zu addieren — 37 
und die Summe durch 24 zu dividieren. Dies 
gibt: 

- 8 ' 84 =-0,37 



*8 = 



und 



24 

— 65,16 

24 



= — 2,715 



Erkl. 154. 

lg 8,378 = 0,92278 
Jg 21,018 = 1,32249 



lg 925 = 2,96614 
— 2,24527 



also: 

y 5 = — 16*64 und y 2 = — 4 

demnach : x 3 

3) Es ist zweckmässig, den Wert: 

*8* = -^(-37±\/793) 

zu berechnen (siehe Erkl. 153). Man be- 
kommt: 

. z s = — 0,37 

also : 8 

x = — 0,37y *2 = 0,1369 y* u. x* = — 0,05O7y* 

Substituiert man dies in die erste Gleichung, 
so ergibt sich: 

(0,1369 y* + y2) (_ 0,0507y* — y3) = 925 

oder : 1 ,1369 • — 1 ,0507 y* = 925 
also: 

y5=_ 



925 



2,24527 



5) 



0,72087 
0,14417 



numlog 0,14417 = 1,3937 



1,1369-1,0507 
lg 925 = 2,96614 lg 1,1369 = 0,05572 

— 0,0772 lg 1,0507 = 0,02148 

_ N 2,88894 0,07720 

5) 



Also: 



0,57779 

numlog 0,57779 = 3,782 



y 8 = — 3,782 u. x s = — 0,37 — 3,782 = 1,399 
4) Aus z k = — 2,715 ergibt sich: 

x = — 2,71 5y und a* = 7,371 y 2 

und *» = — 20,013 y» 
demnach: 

8,371 y2 . — 21,013 y» = 925 
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oder: 



y* = - 



925 



8,371.21,014 
also (siehe Erkl. 154) y 4 = — 1,394 und 

ar 4 = - 2,715 . — 1,394 
= 3,784 

Macht man die Probe, indem man die für 
x A und t/i gefundenen Werte in die Gleichung: 

a£y2 (x — y) = 144 
einsetzt, so findet man: 

lg x = 0,67794 lg x* = 1,15588 
lgy = 0,14417 lg y2 = 0,28834 

lg x*y* = 1,44422 
+ lg (x — y) = lg 5,1777 = 0,71414 



numlog 2,15836 = 144 



Aufgabe 249. 

(** + ?>) (^s-j-yB) = 85 Und x + y = 1 



Auflösung. Dividiert man die fünfte Po- 
tenz der zweiten Gleichung durch die erste, 
so bekommt man: 
sfi + 5a*y + 10x*y* + 10x*y* + &xy* + y5 __ j^ 
*»-r»«»y« + ««y» + y» "" 35 

Setzt man nun x = ty (siehe Erkl. 155), so 
ergibt sich: 

f6y5 + 5 f4 y 6 + IQ f3y5 + IQ fty5 + 5 g y 5 + y 6 __ 1 
*ty 5 + f3y5 -J- fSy5 -|- y5 ~~ "35" 

Wie man sieht, hebt sich y 6 ; multipli- 
ziert man dann kreuzweise, so bekommt maD : 
35** + 176*4 + 350*8 + 350*2 + 175* + 35 = *& + *8 + *2 + l 

oäffc: 

34*5 + 175*4 + 349*8 + 349*2 + 175* + 34 = 

Die erste Wurzel dieser Gleichung ist 
*, = — 1. Dividiert man durch * + 1 , so 
bleibt (siehe Erkl. 156): 

34*4 + 141*8 + 208*2 + 141* + 34 = 
Erkl. 155. Zu der in der Auflösung an- Durch Division mit * 2 und Substitution von 



gewandten Methode vergl. man Erkl. 23. 



Erkl. 156. 

*+l| 34*5 + 175* + 349*8 + 349/2 + 175* 
34*5 + 3**4 



* + — = z bekommt man die quadratische 

Gleichung: 

34 (*2 — 2) + 141* + 208 = 

oder: 

84** + 141* = — 140 

und 



141*4 + 349*» 
141 ** + 141 * 3 
208*8 + 349*2 
208*8 + 208*8 
141*2 + 175* 
141*2 + 141 * 
34* + 34 
34* + 34 



+ 34 
34*4 

+ 141 *8 

+ 208*2 
+ 141* 
+ 34 



'18 



_ 141 -f 140 1412 
~~ 68 — V 34 + 68« 

= -j^- (— 141 + Y- 19040 + 19881) 
L(_ 141+1/841) = -±r(- 141 + 29) 



68 
demnach : 

und 



68 



*i = 



*2 = — 



170 
68 

112 
68 



5^ 
2 

28 
17 



»ja 

3 



»3* 



-.1 
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Erkl. 157. Aus: 



Aus: 



folgt: , _ 



<+i=-4 



folgt: 



daher: 



<+t- 



28 



also: 



17 



t x = — 2 und t 2 = — 
x = — 2y und a? = - 



28 



142 

172 



= -i- (- 14 ± l/- 289 + 196) 

= -^-(-14±l/^93) 

Das weiter unten folgende Produkt: 

(8-fc l/=^3) (3 q= \/^93) 
berechnet man nach der Formel: 

( a + y^Tb) («+: Y^-b) = a2 — (— 6) 

= a2 + fc 



Substituiert man diese Werte in die zweite 
Gleichung #-f~y = 1, so ergibt sich: 
y x = — 1 a? t = -f- 2 und y, = 2 a? 2 = — 1 
Aus: 

folgt : 



— 28 
. 1 28 

' + T = — 17" 



und daraus (siehe Erkl. 157): 

Demnach ist: 

und zufolge der zweiten Gleichung: 
1 L(-14±V /:r 93)y + y = l 

■i- (8 ± l/=«8) y = 1 



oder: 



also: 



#84 = 



17 



17(3 + l/— 93) 



3 + Y— 93 
_ 17 (3 + Y— 93) 

— 102 



(3± V- 93) (3+1/- 93) 
- (siehe Erkl. 157) 



Endlich: 



= -i-(3+l/^93) 



a?, 



84 



und 



Erkl. 158. Ist x-\-y = 1, dann ist: 

2&-f 8 * 8 y+ 8 *y*+y s = i 



a?3-j- y 3 = 1 — 3a?y(a? + y) 
= 1— Bxy 



: 1-y (3+ \/=^3) = ^-(3+ 1/-93) 

Zweite Lösung. Subtrahiert man von 
der fünften Potenz der zweiten Gleichung 
die erste, so bekommt man: 
x h + öa^y + 10a?V + 10a? 2 y3 -f- 5<cy4 _[_ y 5 = i 

x* + ^y 2 + ^y 8 + y 5 = 35 

5Ö*y+9ar8y2 _|_ 9a?2y3 + ö^y* = — 34 

oder: 

oxy(x* + y*) + 9x*y2(x-{-y) = —34 

Ferner nach Substitution des in Erkl. 158 
berechneten Wertes von x z -\-y z : 

bxy (1 — Sxy) + 9x*y* = — 34 
oder: 

6a?2y2— 5xy = 34 

demnach : 



Ä? y = -Ä"±^/y + W = Ä (5 ± ^ 841) =T2"( 5 ± 29 > oder =" 2 und 



17 
6 

Verbindet man nun z-\-y = 1 mit #y = — 2, 

so bekommt man: 

x x = 2 yj = — 1 und a? 2 = — 1 y 2 = + 2 
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Erkl. 159. Aus : 

*+y = i 

folgt: 

«2 + 2xy + y2 

— 4#y 



= 1 



34 
3 



daher 



oder 



#2_-2a;y-i-y2 = — 



* — y 



31_ 
3 

x 3 v 



93 



Aus der Kombination von x 4- y = 1 

17 
mit xy = -ß- ergibt sich zunächst (siehe 

Erkl. 159): 

* — y = ±y V =: 93 
daher: 
* 8 4 = y + y V 11 ^ = 1 (3+ 1/3^3) 



Aufgabe 250. 

(* + y)(* 2 + y 2 )(* s + y 3 ) = 135(a>-- y) Auflösung. Löst man in der ersten 

ic«-f-y 6 = 65(# — y) Gleichung die Klammern, so bekommt man: 

x* -f- ^y 2 "t" ^y ~f" 2» 3 y s -f- a?y 6 + x*y* -f- y* = 135 (a: — y) 
Dividiert man nun durch die zweite Glei- 
chung, so hebt sich x — y und man kann 
nun Zähler und Nenner durch x*y z divi- 



X 



eueren. Alsdann erhält man nur noch — 

y 

und — in der ersten, zweiten und dritten 

x ' 

X 

Potenz. Setzt man — = z, so bekommt 

y 
man: 

o , o , . c . 1 , 1 . 1 185 / 1 . A 

* + + + . + %+- + — + — = —\ — + +) 

Substituiert man ferner: 



Erkl. 160. Aus: 

14*2 — 13J — 55 



folgt: 



>=%±v 



55 169 
14 + 282" 



also: 



= ^ ( 13 ± ^3080 + 169) 
= -^-(l3±\/3249) 
= ^■(18 ±57) 



70 

28 



1 44 



7 



«4 — = * 

z 
also : 

s2-lJL = *2_ 2 und *3 + -V = *8 — 3* 
so wird: 



27 



*3 _ 3 1 -\- *2 — 2 + * + 2 = -jg- (*3 — 3 *) 

13*3 .]_ 13^2 _ 26* = 27*3 — 81* 

oder: 

14*3 — 13*2 — 55* = 

Die erste Wurzel dieser Gleichung ist 
* 1 = o. Aus der quadratischen Gleichung: 

14*2— 13* = 55 
ergeben sich dann die weiteren Werte: 



* = a T 



h = - 



li 



Es ist daher: 



1 )« + T S -»T 
woraus folgt, dass: 

5r x = 2 und s a = — 

wird. Aus z x =2 ergibt sich dann # = 2y, 

demnach: 

3y. 5^2. 9^3 = I35 y 
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oder : 
z 135y« = 135y und y* = 1 

ErkL 161. Substituiert man y = — in die also : 

* y x = 1 und x x = 2 

Aus # 2 = y folgt x = -^y und durch 

eine ähnliche Rechnung: 

y 9 = — 2 und a? 2 = — 1 

2) Aus # + — = 7- folgt: 



zweite Gleichung, so ergibt sich: 



oder: 



also : 



* 5 (* 6 + l) =fl6 — -1 

3« s 



a? 6 = 



65- (« — 1)-** 



* 2 + 



11 



z = — 1 



und 



f 84 



Die Grössen werden übersichtlicher, wenn 
man nun mit z weiter rechnet. Es ist also : 



x 



— = z und x = zy 
V 



demnach zufolge der zweiten Gleichung: 
z*y* + y 6 = 65 {zy — y) oder y& — — *~ ' 



und 



-// 65Q-1) 

y = V * — und 



+ 1 

(siehe Erkl. 161). 



lY 1 
a? = *y 



6 5 Qg — 1) 

«6+1 



h) Gleichungen, die aus Faktoren bestehen oder sich in solche zerlegen lassen. 
Aufgabe 251. 



«2-J- a?y — y 2-f-2a? — 3y + 4 = 

(*-2)(y-2) = 



Aufgabe 252. 

»2 + y2 = 25 

a?y -f- a? + 3y -|- 3 == 



Auflösung. Jeder der Faktoren der 
zweiten Gleichung kann (vergl. Antwort auf 
Frage 18) einzeln gleich gesetzt werden. 
Dadurch erhält man die beiden Werte x = 2 
und y = 2. Substituiert man diese in die 
erste Gleichung, so ergibt sich: 

1) 4 + 2y — y2 + 4 — 3y + 4 = 
oder: 

y2 + y = 12 also y, = 3 y 2 = —4 

2) Aus y 8 = 2 folgt : 

a?2 + 2a? — 4 + 2a? — 6 + 4 = 
oder: 

«2 + 4a: = 6 also x M = 2 ± l/lÖ 



Auflösung. Die zweite Gleichung lässt 
sich leicht zerlegen in die Faktoren: 
(* + 3)(y + l) = 

Man hat also: 1) x n = — 3 und ge- 
winnt durch Substitution dieses Wertes in 
die erste Gleichung y 12 = + 4. 2) Durch 
Einsetzung von y^ = — 1 in x 2 -\-y 2 = 25 
ündet man: 

*«4 = ±2 V* 
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Aufgabe 253. 

a£-\-xyz=z§ und (x + &)(x + y — 2) 



_ q Auflösung. Man hat aus der zweiten 
Gleichung 1) x x = — 3 , sodann aus der 
ersten Gleichung 9 — 3 y = 6 oder y x = 1 ; 
2) x = 2 — y gibt: 

4 — 4y + y 2 + 2y — y 2 = ß 
oder — 2y = +2 

und y 2 = — 1 also auch ;r a = -f- 3 



Aufgabe 254. 

a£ — 2xy ~\-x-\-y = 69 
2a: 8 -\- xy — 7a? — 4y — 4 = 



Auflösung. Wendet man die in den 
Antworten auf die Fragen 20, 21 und 22 
entwickelten Methoden auf die zweite Glei- 
chung an, so hat man zu setzen (s. Erkl. 162): 



-i 



' = -T 



c = 

e = -2 f=—2 
Daraus folgt, dass: 

bd- 



a# = -|+4 = al 



Erkl. 162. Bei der Anwendung der ge- 
brauchten Formeln hat man zu beachten, dass 
in der ursprünglichen Gleichung der Frage 20 Daher wird: 
x* den Koeffizienten 1 hat, dass man also, wo 
dieser Koeffizient ein anderer ist, zunächst 
durch den letzteren dividieren muss. Man hat 
also die Gleichung: 

2a? 2 -f- xy — Ix — 4y — 4 = 

umzugestalten in: 



ist, man also zur Berechnung von a, ß, y, ö 
die Formeln II und m a), b), c), d) an- 
wenden muss. Es ist zunächst: 

und 



x* + ^xy — ^x — 2y — 2=ib 



— K*-t)- 

7 2 \2 T 2/ 2 
2V 2 T 2J 2 



Die Gleichung II der Antwort auf Frage 21 
lautet demnach: 

und man hat zu substituieren: 1) x x = 4. 
Dies gibt: 

16-8y + 4 + y = 19 
oder: 

-7y = -l yi = +y 

2) a? = — ö _ y~"ö' 0< * er m ^ Vermeidung 

der Brüche y = — 2x — 1. Daraus er- 
hält man: 

a?« + 4a?2 -f 2a? + x — 2a; — 1 = 19 
oder: &x* + x = 20 

= 4r(-l±V4ÖI) 



und 



x, 



10 



y,, = -g-(- 4^1^401) 
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Aufgabe 255. 

x 2 + xy + y 2 — . 2a? — Sy = 210 
2x 2 — hxy-\-2y 2 = o 



ErkL 163« Behandelt man die zweite Glei- 
chung nach der in der Auflösung zu Aufg. 25 
entwickelten Methode, so bekommt man für 

x 1 

— die Werte 2 und -=-+ also ebenfalls a? = 2y 

y 2* y 

und 2x = y. 



Aufgabe 256. 

x 2 — 2xy + 3y 2 — 2x + 4y = 60 
x 2 -f- xy — 2y 2 + x — y = 



Aufgabe 257. 

x 2 + xy + y 2 = 37 







Aufgabe 258. 

x 2 — 2xy — y 2 — 3x — 2y=z7 
6x 2 + 7xy + 2y 2 + x-\-y — l = 



Auflösung. Die zweite Gleichung lässt 
sich zerlegen in die Faktoren: 

(x — 2y)(2a? — y) = 

Durch Substitution von x = 2y in die erste 
Gleichung gewinnt man die quadratische 
Gleichung y 2 — y = 30 und daraus y x = — 5, 
y % = + 6 , also x x = — 10 , # 2 = + 12. 
Substituiert man dagegen y = 2x, so ent- 
steht die quadratische Gleichung: 

7*2 — 8* = 210 
und daraus: 



-34 



also: 



y (4+ 1/1486) 



*4 = y(4±Vl486) 



Auflösung. Die zweite Gleichung kann 
zerlegt werden in die Faktoren: 

(x~y)(x + 2y + l) = 

Aus x = y gewinnt man die quadratische 

Gleichung x 2 -f- # = 30, also : 

a?j = 5 a? 2 = — 6 und y 1 = 5 y 2 = — 6 

Aus x = — 2y — 1 folgt die Gleichung: 
Ily2 + i4 y = 57 

also: 

» A 19 

y s = — 3 und y A = 

demnach : 

49 



11 



x s = 5 



4 11 



Auflösung. Man kann die zweite Glei- 
chung zerlegen in: 

(x + y + 3)(x + 2y — 4) = 

Substituiert man x = — y — 3 in die erste 
Gleichung, so bekommt man zuletzt: 

y2 + 3y = 28 

also: 

Vx = 4 y* = — 7 und #! = — 7 a? 2 = + 4 
Durch Einsetzung von x = — 2y-j-^ da- 
gegen gewinnt man die Gleichung: 



V 



2__ 



also: 

y 8 4 = 2+\/Il und 



4y = 7 



o? 



84 



= =F2 i/ll 



Auflösung. Die zweite Gleichung lässt 
sich zerlegen in die Faktoren: 

(2*+y+l)(3* + 2y-l) = 
Man hat daher zu substituieren: 
1) y ==— 2a?— 1 
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Erkl. 164. Ans: 



^7 7 



folgt: 

1 , ,/88 , 1 1 , yf\ 

^ = - T ±y— +49- = -y + V 

= -4 + 4^58 
und 

= -i(5 + 3\/58) 



282 
49 



Dies gibt die quadratische Gleichung: 

#* — a? — 6 
daher: 
a? x = — 2 a? 2 = 3 und y x = 3 y, = — 7 

2)y = i(l-3*) 
gibt der Reihe nach: 

a?2 — x (1 — 3ar) — -i- (1 — 6a? + 9*2) — 3a? 

4 — l + 3a?=:7 

«2 — a? + 3«2 — 4- + 4« — -r-^ 2 — 3»— 1 

4 2 4 _|_ 3a? = 7 



i 7 7 



Daher ist: 



a?, 



84 



= -y±y^B 



und 



y 8 4 = y (5 + 3 1/58) 



Aufgabe 259. 

x* + 3xy + 2y* = 130 
a?»-|-2a?y-f #2 — 23a? — 23y + 130 = 



Erkl. 165« Die zweite Gleichung lässt sich 
umgestalten in: 

(* + y) 2 -23(ar + y) = -130 

und dann durch Einsetzung von x -(- y = z 
lösen. Man bekommt für x-\-y die beiden 
Werte + 10 und + 13. 



Auflösung. Die zweite Gleichung ist 
gleich dem Produkt: 

(a? + y-13)(a? + y-10) = 

Zu substituieren ist daher 1) y = 13 — x. 
Man gewinnt daraus die Gleichung: 

— 18a? = — 208 oder x x = 16 und y x = — 3 

2) y = 10 — a? dagegen liefert die Glei- 
chung: 

— 10a? = — 70 und a? 2 i= 7 also y. 2 = 8 



Aufgabe 260. 

x 2 + y 2 + x + y = 86 
2a?2 — a?y — 3y2 -{- 29 a? — 41 y + 14 



Auflösung. Man findet aus der zweiten 
= Gleichung das Produkt: 

(2a?-3y + l)(a? + y + 14) = 

Man substituiert daher 1) x = -g- (dy — 1) 
und bekommt dann die Gleichung: 

1 14. 345 

3- r y2 +y = 8 6-oder^ + — y = °*° 



4 * l 9 4 

Daraus ergibt sich: 



13 



13 



also: 



y\ = 6 y% = — 



a?j — # a?2 — ~— 



69 
13 

110 
13 



2) Da x -j- y = — 14 ist, so wird 
x 2 -+- y 2 = 100 oder wenn man x-\-y = z 
und xy = t setzt: z 2 — 2* =100, daher 
2 1 = 96. Aus a? + y = — 14 und xy = 48 
findet man dann für x und y die Werte: 

a? 3 = — 8 a? 4 = — 6 und y z = — 6 y 4 = — 8 
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Aufgabe 261. 

x*y -f xy* = 30 
12#2 — 16a?y — 3y* = 



Auflösung. Die zweite Gleichung ist 
das Produkt der Faktoren: 

(2x — dy)(6x + y)==0 

Substituiert man y = -—x in die erste Glei- 
chung, so bekommt man: 

— x* = 30 od. #» = 27 u. a?j = 3 also y x = 2 

Setzt man dagegen ein y = — 6#, so findet 
man # 3 = 1 also x 2 = 1 und y 2 = — 6. 

Löst man die zweite Gleichung nach der 
in der Antwort auf Frage 16 entwickelten 
Methode durch Division mit xy, so bekommt 

x 3 1 

man f ür z = — die Werte -jr und « 

y 2 6 

also ebenso wie oben: 
x = yy und = ^-y. 



Aufgabe 262. 

a?2 — X y — 2y2 -|_ 3a? — By + 2 = 
a?2 - a?y — 6y2 - a; — 17^ — 12 = 



Erkl. 166. In beiden Gleichungen ist die 
in der Antwort auf Frage 20 unter Formel I 
angegebene Bedingung erfüllt: 

(bd — 2e)2 = (62 — 4c) (d* — 4/) 

oder: 

bd — 2e = Y(b* — 4c)(d2_ Af) 

Substituiert man die Werte aus der ersten 
Gleichung, so bekommt man: 

3 = l/ö 7 ! = 3 
und aus der zweiten Gleichung: 

35 = 5.7 



Auflösung. In der ersten Gleichung ist: 
6 = — 1 c = — 2 d = +3 * = — 3 f = 2 

daher: 

6d — 2c = — 3 + 6 = +3 

Zur Anwendung gelangen daher die For- 
meln III a), b), c), d) der Antwort auf Frage 21. 
Es ist: 

l/&2_ 4c = 1/1 + 8 = 3 
und 

Also: 



Yd*—4f= ^9 — 8 = 1 
« = i-(_l-8) = -2 

f = 1(8-1) = +1 
y = l(-l + 3) = +l 

* = i(8 + l) = +2 

Daher lautet die Gleichung II: 
(x-2y + l)(x + y + 2) = 
In der zweiten Gleichung ist: 

b = — 1 c = — 6 d = — 1 
e = — 17 f = — 12 
also : 

bd — 2c = l + 34 = +35 

Man hat also dieselben Formeln anzuwenden. 
Es ist nun: 

\/62 — 4c = 5 \A* 2 — 4/ = 7 
also : . 

« = ~(-l-5) = -3 



f = y(-l-7) = -4 



r 
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ebenso y = -{- 2 ä = + 3 und man be- 
kommt die Faktoren: 

(a? — 3y-4) (a? + 2y + 3) = 

Da nun jeder Faktor der ersten Glei- 
chung mit jedem Faktor der zweiten Glei- 
chung verbunden werden kann, so gibt dies 
folgende Systeme von Gleichungen, aus denen 
sich x und y leicht nach der Methode der 
Addition und Subtraktion berechnen lassen. 



I 

a? — 2y + l = 
# — 3 y _ 4 = o 


II 

x — 2i/ + l = 
a?-+-2y-f-3 = 


III 
o?+ y + 2 = 
a? — 3y — 4 = 


IV 

x+ y + 2 = 
a? + 2y-j-3 = 


Vx = — & 
x l = — 11 


1 
a- a = — 2 


3 
1 


y 4 = -i 

a? 4 = — 1 



Aufgabe 263. 

12** — Ixy — 12y2 — ar-f- 43 y — 35 = 
12a?2 — 41a?y + 35 y2 — a? + 3y — 20 = 



3a? — 4y + 5 = 
4a? — 7y + 5 = 

a? — 3y = 
a? = 3y 

y 1 = -l 
a% = — 3 



II 
3a? — 4y + 5 = 
3a? — 5y — 4 = 

~0 
— 9 
41 



y 2 



a?. = — 



Aufgabe 264. 

28a?* + 13a?y — 63 y« — 23a? -j- 66 y — 16 
10*2 _|. i§ xy — 15y2 — 7a? + 29y — 12 








Erkl. 167. Es ist: 



bd — 2ez=z 



ferner: 

also : 
und 



13-23 33 

282 7 

299 3696 

282 282 



M A 169 J_Q- 7225 

1 2 - 4c = -282- + 9 = "282" 

85 



3995 
282 



|/&2_4 C = 



28 



d * 4/ _ 232 6Q — 529 + 1680 

' ~~ 282 i 28 ~" 282 

47 



Yd* — 4f = 



28 



Auflösung. Die beiden Gleichungen lassen 
sich in Faktoren zerlegen. Man bekommt : 

(3a? — 4y + 5) (4 a? + 3y — 7) = 
(4a? — 7y -j- 5) (3a; — 5y — 4) = 

daraus dann die zusammengehörigen Glei- 
chungen: 

III IV 

4a? -+- 3y — 7 = 4a? + 3y — 7 = 

4a? — 7y + 5 = 3a? — 5y — 4 = 



lOy — 12 



= 



a? a = 



4 

17 
20 



* + 8y 

also 3a? + 24y 

davon 3a? — 5y 



g* bt Va = ss 



x A = 



3 
9 
4 
5 

29 
47 
29 



Auflösung. In der ersten Gleichung ist: 



b = 



13 9 , 

— c=- T d=- 



23 

28 



« = 



14 






_15 

28 



Da bd — 2e negativ ist, so kommen die 
Formeln V der Antwort auf Frage 21 zur 
Anwendung. Da nun (s. Erkl. 167): 



l/& 2 — 4c = 
ist, so wird: 



85 

28 



und yd* — 4:f = 



47 

28 



Ä ~~ 2 V28 28,/""" 28 ~ 7 



/» 



-t(- 



28 + 28 



\ _ 12 _ 3 

) "" 28 ~ 7 
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Die Bedingung der Formel I in Frage 20 _ _1_ f 13 , 85 \ _ 49 __ 7 

ist demnach erfüllt, da Y — 2 \ 28 ' 28 / — 28 ~" 4 

2 V 28 28 / 28 ~ 



47 85 3995 



28 28 282 



5_ 

4 

Die beiden Faktoren lauten daher: 

oder: 

(7a? — 9y + 3)(4a? + 7y-5) = 

In derselben Art zerlegt man die zweite 
Gleichung in die Faktoren: 

(5a? — 3y + 4) (2a? + 5y — 3) = 
und man hat nun die Gleichungen zu lösen: 

I II III IV 

7a? — 9y + 3=0 7a? — 9y + 3 = 4a?-f7# — 5 = 4a? + 7y — 5 = 
5 aJ _3y_j_4 = o 2a?-|-5y — 3 = 5a; — 3y + 4 = 2a? + 5y — 3 = 



Es ist 15a? — 9y + 12 = 14a? — 18y = — 6 x — lOy = — 9 4a?+10# = 6 

daher 8a? = — 9 14a? + 35# = 21 4a? - 40y = — 36 4a? + 7^ = 5 

und * 1 = --li- 58y = 27 4a? + 7y = 5 3y = T 

ö 27 47* = 41 * 1 



3y== -4 + — yt "68 _41^ y *-3 

8 __ Q 135 ^ 8 ~"47 2x = 3-5y 

*, = - — 5F 410 n 5 

" 24 159-135 ^^T— 9 2a? = 3 "¥ 





x — lOy 


=ZT 


9 


4a? 


-40y = 


— 36 




4a; 


' + 7y = 


5 






47^ = 


41 






Vz = 


41 
47 




a?„ 


_ 410 


-9 





~~ 53 410 — 423 2 

12 

a?« = 



12 ""47 X * - 3 



53 13 



47 



i) Gleichungen, die einer besondern Behandlung bedürfen. 

Aufgabe 265. 



(x + y + a) 2 + (x-y + a) 2 = b 
a? 2 — y 2 = c 



Auflösung. Löst man in der ersten 
Gleichung die Klammern und zieht man dann 
die Grössen zusammen, so bekommt man die 
Gleichung : 

a? 2 + y 2 + a 2 + 2ax =z — 

Da nun y 2 = x 2 — c ist, so ergibt sich für. 
x die Gleichung: 

2a? 2 + 2aa? = -^- — a 2 + c 

Ist z. B.: 

a = 4 fe = 106 c = 5 
so wird: 

2a?2 + 8a? = 53 — 16 + 5 

oder a? 2 + 4a? = 21, also a?, = 3 a? 2 = — 7 
ferner: 
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Aufgabe 266. 

(* + **(* + +) =lß + V 

x~\-y = xy \/ab 



Erkl. 168. Ist z. B. : 



a = 3 und 5 = -y 

4 



so bekommt man: 



und 



ferner : 



(x + y)(x* + y2) _ 3 

(ar + yX^ — yg) _ 1 

*2.y2 ^ 4 

£±^- = +3 und +4- 
x-\-y ,3 , , _ 

-^L = ±- und ±3 
Führen wir die Rechnung durch für: 



und 



a? + y = 3y 2 ar-|-y=i— x* 
a?-fy = 3y2 x + y = — — a?2 



Auflösung. Addiert man das doppelte 
Quadrat der zweiten Gleichung zur ersten, 
so bekommt man: 

oder: 

(* + y)Hx* + y*) + 2x*y*(x + y)2 

iF*y* ' 

( a? -f-y)2(^ + 2a? 2y2-|-y4) _ ,. 2 

Aus dieser Gleichung lässt sich die Quadrat- 
wurzel ziehen: 

(x + y)(*»- + y*) _ , , 
Jiji -±<« + *> 

Subtrahiert man ferner das Quadrat der 
zweiten Gleichung von der ersten, so be- 
kommt man: 

(«+*>(*-*> =±( ._. t) 

Die Summe der beiden letzten Gleichungen 
gibt: 

oder: 



a?2y2 



*+ y = + a und +6 



2 -*- 



so wird im ersten Falle: 
8y* = 



Ebenso gibt die Differenz der beiden Glei- 
chungen : 

x + y 



— a?2 also y = +Y 



x* 



= + b und + a 



Hieraus lässt sich das Verhältnis von x 
und y berechnen. Nimmt man z. B.: 

a?4-y = ay 2 und = bx* 
so wird: 

Durch Substitution dieser Werte in die zweite 7 ' = ± V T und aJ = ~ y Vl 

Gleichung ergibt sich dann: Dieg ^ die zweite Q leichung eingesetzt, gibt 

dann eine Gleichung für y. 



und im zweiten Falle: 

3y« = -j«2 also y = ±y V'— 1 



a? 



# #2 / 9 
+ — = — y T oder x 1 = x 2 = 



2 



x 



X 

~2 



— . — oder * 8 = ar 4 = — y 



Die entsprechenden Werte von y sind: 

yi = y 2 = 1 V* = ° y* = y 
Durch Einsetzung von: 

bekommt man in derselben Art: 

_ + 4i + 2 
3 



^56 



^56 = 
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Aufgabe 267. 

1 A A 1 l 

* — -. = 4 und # — — = — 

y x b 



Auflösung. Man kann aus beiden Glei- 

x 
chungen xy — 1 bestimmen = 4y und = -g-; 

daher ist x = 32 y und 

32 y = 4 öfter 32y2 _ 4« = i 

also: 

!/i = -j- #> = — -§■ und # t = 8 x 2 = — 4 



fgsbe 268. 






l,l_l 




Auflösung:. Aus der ersten Gleichung: 


a?-(-y # — V 4 


bekommt man: 


8^+72*y» = -gL(*8- 


.^2)3 


Dies substituiert man in die zweite Gleichung, 
dann wird: 



Aufgabe 269. 

x*y — xy* = 70 
a?8y* — apfys = 980 



Aufgabe 270. 

x 2 + y Yxy =z 105 
y 2 + x Yxy = 70 



8a?3 + 72a:y2 = .8».^ = I6a?s 

oder: 

8*3 = 72a?y2 und x 2 = 9y* daher x = + 3y 

Durch Substitution der Werte in die erste 
Gleichung ergibt sich: 

-3 h TT- = -7- oder v, = 3 und a\ = 9 

4y 2y 4 



1) 
2) 



y y und * 2 = 9 



Auflösung. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit xy, so bekommt man: 
xPyi — x 2 y* = 70a? y 

daher ist zufolge der zweiten Gleichung: 

10xy = 980 oder xy = 14 
Da nun nach der ersten Gleichung: 

xy (x — y) = 70 
ist, so bekommt man x — y = 5. Daher wird : 

x x = 7 und rr a = — 2 
yi = 2 y 2 = - 7 



Auflösung. Setzt man x = zy, also 
# 2 = £ 2 # 2 , so bekommt man die Gleichungen 

z2y* + y\/zyi =2 106 oder s^-j-^y'^lOc 

und __ 

y 2 + zy Y*y* = 70 oder y 2 + zy 2 Y z = 70 
Dividiert man die beiden Gleichungen, sc 
bleibt: 

zi+Y'z __ 105 __ 3 
1 + ^VF"" 70 ""2 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1681. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, am den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zn gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

ö). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie* aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Kegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 $ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc.* so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausghbe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I« nnd IL Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien , Schullehrer- Seminaren , Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn, Vorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs-Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offiziers-Examen, etc. „ 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 

» 

erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergeL. 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen B~ 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleiht 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen g 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische j 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Na_ 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verff" 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischer feldstrasse 16, entgegen und wird deren E 1,1 " <1: 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagsh owii "™* 
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Setzt man ferner: 

\/z = t also z* = t und z± = & 
so hat man: 

*±L - A oder * ( ' 8 + 1) - 3 
l + *3 - 2 0d6r 1 + |» -2" 

also: 

t = — - und z =. -j- also x = -j-u 
2 4 4 y 

und nach der zweiten Gleichung: 



oder: 



27 
1) y 2 + -g-y 2 =70 



und 

# 2 = 16 also y 12 = + 4 und a: 12 = + 9 



2) #2-^2=: 70 

also: 




^84 — ± 4 y — -jj- und a? 84 = + 9y - 


35 
19 



Aufgabe 271. 

3 

#2 + x Yxy* = 80 

ft , 3 /-=- ^ Auflösung. Man setze wieder x = yz t 

y 2 + yl/* 2 y = 5 a aTm _ lril; * y ' 



y 2 * 2 + y « VV* = 80 Und ^2 + y Yy3 z 2 ~ 5 

oder: 3 _ 3 

#2^2 + y 2 z y z = 80 und y 2 + ^2 y'p = 5 

Demnach ist: 3 

s2 + g y/ J __ 
*— ~ 16 

1+ y** 

4 Setzt man nun: 

Erkl. 169. Die Berechnung von l/l6 findet 3 _ 

man in Metgers Lehrbuch der Gleichungen }/z = t oder z = t 3 und z 2 = # 

des dritten und vierten Grades in den Antwor- g0 w j r ^ . 

ten auf die Fragen 105 bis 107, wozu man , . 

Angabe 232 vergleichen mag. * 6 +** = 16 oder ** (** + l > _ 16 

oder: 
ü = 16 und * = + 2 (siehe Erkl. 169) 

also: 

s = + 8 und o? = + 8y 

Substituiert man dies in die erste Gleichung, 

so bekommt man: 

3 

64^2 + 8y Y+ 8# 3 = 80 
oder: 

64 iß + 16y2 = 80 

also: 

^12 = +! ^d x i2 = ± 8 
Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 9 
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Vz 



x* 



= +V-_T 

—Vi 



Da Yl6 auch = +2i ist, so wird z auch 

= + 8 i und x = ± 8 iy , x- = — 64y 2 , 

also: 

8 

— 64 y* + 8*y l/+ 8i>3 = 80 
oder: 



demnach : 



_64y2 + 16y2 = 80 



» = ±V-T 



Die zusammengehörigen Werte der Unbe- 
kannten sind, da: 



±**V-t = * 6 Vt 



ist: 



y* = 



a\ = 



-y— r y»=+y— g- y. = -y- 



5 
3 



Aufgabe 272. 

# 8 -|-3#y 2 
y*~\-Bx*y 



a 
b 



Aufgabe 273. 

a-8^4 -f- y« = 333 



a? = 



y = 



Auflösung. Addiert man die beiden Glei- 
chungen, so bekommt man: 

x^+Sx 2 y + Sxy 2 + y^ = a + b 

oder: 3 

(x + yy =: a-j-b und x + y = l/a + & 

Subtrahiert man die zweite von der ersten, 
so ergibt sich: 

x% __ 3a-2y _|_ 3^2 — y3 = a — & 

oder: 

8 

(a? — y) 8 = a — b und x — y = |/« — & 

Demnach wird: 

1 3 8 

x = -£ (Va + b+Y* — *) 

.. 3 8 

y = ^{Ya + b- Ya-b) 
Für a = 13000 und b = 14000 wird: 

8 3 

i-(\/27ÖÖÖ+ Y— 1000) = -1 (30 — 10) = 10 

O Q 

-i-(/27Ö0Ö— \/— 1000) = 4" (30 + 10) = 20 



Auflösung. Das Quadrat der ersten 
Gleichung ist: 

x 2 y* + 2xy* + y 2 = 441 

Subrahiert man davon die zweite Gleichung, 
so bekommt man: 

xy* = 54 oder xy 2 = — 
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Durch Substitution dieses Wertes in die erste 
Gleichung ergibt sich dann: 

-^ + ^ = 21 

y 

und daraus: 

y x = 18 tj 9 = 3 

Ferner ist: 

— _?Lz_ 18 _ 3 __ 1 
Xl "" — 182"~ "" W ~~ W und ** " 2 



C. Ueber das Auflösen der quadratischen Gleichungen mit drei 

und mehreren Unbekannten. 

Frage 23. Wie behandelt man die qua- 
dratischen i Gleichungen mit drei und mehreren Antwort. Bei der Auflösung der qua- 
Unbekannten im allgemeinen? dratischen Gleichungen mit mehreren Un- 

bekannten tritt dasselbe Ziel hervor wie bei 
den Gleichungen mit zwei Unbekannten. Man 
hat die Aufgabe so zu behandeln, dass nur 
eine Gleichung mit einer Unbekannten übrig 
bleibt. 



Frage 24. Welche Methoden wendet man 
bei der Auflösung der quadratischen Glei- Antwort. Dieselben Methoden, die bei 
ehungen mit mehreren Unbekannten an? den Gleichungen, zweiten Grades mit zwei 

Unbekannten angewandt wurden, stehen auch 
hier zur Verfügung, nur dass sich über deren 
Verwendung allgemeine Regeln — abgesehen 
von der Antwort auf Frage 25 — nicht 
aufstellen lassen. Man muss versuchen, die 
Gleichungen durch Kombination, Substitution, 
Einführung neuer Unbekannten möglichst zu 
vereinfachen. In welcher Art, das ergibt 
sich aus der Natur der einzelnen Aufgabe. 



Frage 25. Wie behandelt man die Glei- 
chungen, wenn nur die eine vom zweiten, Antwort. Man drückt die Unbekannten 
die andern vom ersten Grade sind? aus den G i e ichungön ersten Grades durch 

eine einzige aus und setzt die gefundenen 
Werte in die erste Gleichung ein. 

Anmerkung 9. Im folgenden soll an einer beschränkten Zahl von Beispielen gezeigt 
werden, wie man die Gleichungen mit mehreren Unbekannten zu behandeln hat. 

Aufgabe 274. 

xy + xz -f yz = 104 Auflösung. Entsprechend der in der 

a? — y = 2 Antwort auf Frage 25 gegebenen Anleitung 

y _ z = 2 bestimmt man aus der zweiten und dritten 

Gleichung x = 2 + V uad z = V — 2 und 
substituiert diese Werte in die erste Glei- 
chung. Dann bekommt man für y die 
Gleichung: 

3^2 = 108 also y2 = 36 und y 12 = +6 
demnach ist: 

x x = 8 x» =■ — 4 z x =- 4 z 2 = — 8 
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Aufgabe 275. 

* 2 + y 2 + * 2 = 14 

* + y = 3 

x~\- z = 4 



1 Aufgabe 


276. 






1 ** 


+ 'J 2 


-f-*2 = 


126 


■ 


x\ 


.y:z = 


1:2:3 


Aufgabe 


277. 






(a?- 


-1)(- 


r-l) = 


= y 2 -4 






a? = 


= y + * 






2y = 


= x-\-z 



Au|gabe 278. 

x(y+z) 
y(x + z) 



a(=27) 
b (= 32) 
c (= 35) 



Auflösung. Man bekommt: 

y = 3 — a? und 2 = 4 — x 

demnach durch Substitution dieser Werte in 
die erste Gleichung 3 a; 2 — 14 a? = — 11 und 
daraus : 

11 



ar 1 = 1 x a = 



3 



also: 



2 

t/i = 2 y a = — y 

*i = 3 *a = -3" 



Auflösung. Aus der Proportion ergibt 
sich y = 2a? und z = 3a?, daher: 
14a?2 = 126 und a?* = 9 also a? 18 = ± 3 
ferner : 

#12 = ± 6 ^12 = + 9 



Auflösung. Aus der dritten Gleichung 
hat man x = 2y — #, daher: 
y + z = 2y — s oder y = 2« und a? = 3* 

Substituiert man dies in die erste Gleichung, 
so bekommt man: 

(3s — 1) (* + l) = 4^2 — 4 
oder: 

*2 — 2« = 3 
also: 



und 



^ = 3 Z 2 = — 1 



*t?j — y a?2 ^— ~ ~~ *J 
y 1 = 6 y 2 = -2 



Auflösung. Löst man die Klammem, so 
bekommt man die Gleichungen: 

xy-\-xz = a 

xy + yz = b 

xz-\-yz •=. c 
Setzt man: 

xy =z t xz = w yz = v 

so hat man die drei Gleichungen: 

Durch Addition bekommt man daraus: 

* _i_ i a + b + c 
t + u + v = - 

Setzt man nun für die Summe zweier Un- 
bekannten jedesmal die gegebenen Werte ein, 
so bekommt man eine Gleichung für die dritte 
Unbekannte. 
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Erkl 


.170. 


, Ist: 








a = 


= 27 b = 32 c: 


= 35 


so 


wird: 


t = 


27 + 32 — 35 _ 
2 ~~ 


12 






u = 


27 — 32 + 35 ___ 
2 ~~ 


15 






v = 


— 27 + 32 + 35 


= 20 



Es ist: 



<*+& + c 



also: 



ebenso : 






u = 



a + 6 — c 



a — b-\-c 



daher: 

x 



— a + 6 + c 



Endlich ist: 



y 



xy-xz „ *•« , . -t I tu 

tf 12-20 • — — - = x 2 = und x = + 1/ — 



= ±V-^- = ±^ = ±5 



ebenso : 
y 



-±vz 



und * 



=±V¥ 



Nimmt man die gegebenen Zahlen so be- 
kommt man (siehe Erkl. 170): 

# = ±3 y = ±4 « = ±5 



Aufgabe 279. 

(* + y)(* + *) = 108 
+ y)(y + *) = i35 

(* + *)(y + *) = 180 



Auflösung. Setzt man: 

x-\-y =■ t x-\-z = w y + * = t? 

so bekommt man die drei Gleichungen: 
tu = 108 *» = 135 und uv = 180 

Man löst diese, wie in der vorigen Aufgabe 

gezeigt ist. Dann wird: 



Erkl. 171. Betreffs der Auflösung dieser 
Gleichungen vergleiche man Prange, Lehrbuch 
der Gleichungen des ersten Grades mit mehreren 
Unbekannten, Aufgabe 499 und 501, Seite 196 
und 197. 



= ±\A 



108-135 



+ 9 



180 — 



ebenso : 

u — + 12 und v == + 15 

Für x und y entstehen daher zwei Gruppen 
von Gleichungen: 

x + y = 9 und x + y = — 9 
x + z=12 # + *= — 12 

y+2T=15 y + 2 = — 15 

Die Summe der Unbekannten ist darnach 
= +18 und die einzelnen Werte sind: 



x 12 = + 3 y 12 = + 6 



'12 



+ 9 



Aufgabe 280. 

a?2 + y2 = 4i 

a?« + * 2 = 116 
3,2 + 32=: 125 



* Auflösung. Die Summe der drei Glei- 
chungen ist: 

2a?2 + 2^2 + 2*2 = 282 
also: 

#2 + ^2 +*2 = 141 

Subtrahiert man davon die einzelnen Glei- 
chungen, so behält man die Quadrate der 
Unbekannten übrig. Es ist also: 
a?2 = 16 und x 12 = + 4 

2,2=25 y i3 = ±5 

«2 = 100 z 10 = + 10 
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Aufgabe 281. 

x^ + xz = 70 
*2-f xz = 126 
!/ 2 + !/z J rZ 2 =z 200 — ^ 



Da aber die Gleichungen rein quadratisch 
sind, so kann man jeden positiven Wert mit 
jedem negativen verbinden. Daraus entstehen 
acht Gruppen von Werten: 



Auflösung. Die Summe der beiden ersten 
Gleichungen ist: 

a?2 + 2a?s + *2 = 196 also x + z = +14 

Da nun: 

a?(a? + *) = 70 und s(a? + s) = 126 
ist, so wird: 



70 



* 12 — +14 ~- L - 



= +5 und z 



126 



12 



±14 =± 9 

Durch Einsetzung dieser Werte in die letzte 
Gleichung ergeben sich für y die Gleichungen: 

y2 + 10y = 119 und y2_8y = 119 

Demnach : 

!/i = +^ ^2 = ~17 y 34 = 4 + 3\/i5 



Aufgabe 282. 


*. 


xy = 15 


m 


(6 — y)* = 7 

(10 — a?)(« — 2) = 35 


Auflösung. Löst man die Klammern, so 
lauten die Gleichungen: 




xy =. 15 6z — yz = 7 
und 




10z — a?£ + 2a? = 55 




Nach der zweiten Gleichung ist: 

7 



2 : 

nach der dritten: 


~ 6 


— y 




z = 


55- 
10 


-2x 

— X 


Daher: 










7 




55 — 2x 



6 — y 10 — x 

oder: 

70 — 7a? = 330 — 12a? — 55y + 2a?y 

oder: 

2xy — 5a? — 55y = -r- 260 

da nun #y = 15 ist, so bekommt man: 
5a? + 55y = 290 oder a? + \\y = 58 

oder: 

a? = 58 — 11# und y (58 — \\y) — 15 

Daraus findet man: 

* 3 

2/i = 5 y 2 = -jj- 

demnach: 

2 

a?j = 3 a? 2 = 55 z x = 7 s 2 = 1 — 
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Aufgabe 283. 

xyz = a(x-\-y) = b(y + z) = c(x + z) 



Auflösung. Dividiert man: 
xyz = a(x-\-y) 
durch xyz, so bekommt man: 



1 = a I I oder = — 

\yz xz J xz yz a 



ebenso ergeben die andern Gleichungen: 

b 



1 . 1 ' A 

1 = t- und 



Erkl. 172. In betreff der Auflösung dieser 
Gleichungen vergl. man Erkl. 171. Nimmt man 
als Zahlenwerte: 

= 8 & = 4,8 c = 6 
so ist: 

_ 1 , _ 5 _ 1 

und 

1 -~" 8~ r 24" r 6"~4 
ebenso: 

1 ' _ 1 



xy ' xz 

Setzt man nun: 



xy yz c 



*,= 



12 



C ' = -6- 



also: 



*i2 = + 
ebenso : 



V3- 



= + |/i"= ±2 

4 6 

y = ± 4 * = ±6 



Aufgabe 284. 

xyz = 3(^2 + 4) = 2l(» + «) 

=2 5(**-t-s — 3) 



xy 

ferner: 






xz 



= w und 



y« 



= v 



— = a i T" == &i — =: c i 

a c 

so lauten die Gleichungen: 

und daraus: 

* — ~ a i + ft i + c i „ — g i— & i + c i 

' — 2 2 

__ «1 + ^1 — gi 
* - 2 

Setzt man ferner: 

— «1 + &i + c i = A i <*i - h i + c i = 5 i 
und 

«1 + & i — c i = c i 
so nehmen die Gleichungen die einfache 
Form an: 

A l C t B, 

t zzz — — U = — — V = — - 

2 2 2 



Also wird: 
1 _ A, 



xy 
oder: 



xy = 



2 
2 



= — — und 

27« 2 



y* 



## = 



und yz = 



A 

2 

2 



A ~~ c, * B t 

Die Lösung dieser Aufgabe ist in No. 278 
gezeigt, man bekommt: 

, i/ ~2BT , i/ "2fi" 

1 V ^Cj 



und 



Auflösung. Die beiden Gleichungen: 

b(x* + z — 3) = 3 («2 + 4) 



2 T (a? + «) = 6(«« + jr-8) 



sind in Beziehung auf z vom ersten Grade. 
Man kann also z ausdrücken und findet: 

z = — — ^t und gleich — 2a? 2 + a- + 6 



136 Auflösung der quadratischen Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 



Aufgabe 285. 

xy -\-xz-\-yz = 143 
a? + 2y-j-3s = 46 

3x + 2y + z = 38 



Aufgabe 286. 



X = 



a 2 (a 
by(b 

(■ 



= 7) 



y ■=. CZ IC = 



4) 
i) 



Aufgabe 287. 

x-\-z 
* 2 + y 2 



a (= 17) 
6 (= 18) 

0« 



Aus der Kombination der beiden letzten 
Werte findet man dann: 

x x = 1 und a? 2 = — =- 

ferner durch Substitution dieser Werte: 

11 



5 *' = 5 32 



endlich aus: 



V — 
durch Einsetzung: 



3 (a? 2 + 4) 

a?£ 



y x = 3 und y 2 = — 6 



34 
171 



Auflösung. Aus den beiden letzten Glei- 
chungen findet man durch Subtraktion: 

z = a?-)-4 
und durch Substitution dieses Wertes: 

y = 17 — - 2a? 

Führt man diese Werte in die erste Glei- 
chung ein, so bekommt man für a? die Glei- 
chung: 

x 2 — 10a? = — 25 oder a? = 5 

demnach ist: 

z = 9 und y = 7 



Auflösung. Da y = y und ^ = — ist, 



so wird 2 = 



bc* 



Substituiert man diese 



Werte in die erste Gleichung, so bekommt 
man: 



. x 2 . x 2 
a? 2 -4- — -f- — — = a 2 

' b 2 l &2 C 2 



daher: 



x 2 



a 2 6 2 c 2 



Durch Einfährung der Zahlenwerte findet man 

a? 2 = 4 oder a?, 2 = + 2 
demnach wird: 



Auflösung. Substituiert man y = a — x 
und z = b — x in die dritte Gleichung, so 
bekommt man: 

a? 2_|_ a 2_2aa? + a? 2 = & 2 — 26a? 4-a? 2 

oder: X 2 _|_ 2(fe — a ) x = b* — a 2 

und . 

* 12 = _ (fr _ a) + V / 26(&-a) 

Ist z. B. a = 17, £ = 18, so wird: 

x x = 5 a- 2 = — 7 y t = 12 y 2 = 24 
s, = 13 * 2 = 25 
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Aufgabe 288. 

x + y = 15 

xy-\-xz-\-yz = 65 
xyz = 50 



Aufgabe 289. 

xy = az xz = by yz = ex 



Aufgabe 290. 

y* = bxz (b : 

«4 ~ CXy (C : 



= 16) 
= 512) 



Auflösung. Bringt man die zweite Glei- 
chung auf die Form: 

xy -\- z (x -{- y) =z 65 

so kann man sie, da: 

xy = und x + y = 15 

z 

ist, umgestalten in: 

1-152 = 65 

Daraus erhält man für z die Werte z t = 1, 
# 2 = -g-. Demnach ist xy = 50 und = 15 ; 

verbindet man diese Werte mit x-\-y = 15, 

so bekommt man (nach der in Aufgabe 18 
gegebenen Lösung): 

a? x = y 2 = 5 und x 2 = y t = 10 

ferner : 1 

* 3 4 = y(l5+\/l65) 

und 

= 1(15^1/186) 



#S4 



Auflösung. Multipliziert man die Glei- 
chungen der Reihe nach mit z, y und x, so 
bekommt man: 

xyz = az* = by 2 = ex 2 
daher ist: _ 

z==x Yi und y = *Vr 

also nach der dritten Gleichung: 



x* 



V^ = c * 



c 2 a* 
oder — =— = c 2 a? 2 



und x 2 = ab, also a? 12 = + Yab. Ist z. B. 
a = 2, b = 4 y» = 18, so wird: 



'12 



= ±3 y, 2 = ±6 * 12 = ±9 



Man kann die Werte der Unbekannten in 
folgender Weise verbinden: 

xyz 
4-3 +6 +9 

— 3 —6 +9 
+ 3 —6 —9 

— 3 +6 —9 



Auflösung. Das Produkt der drei Glei- 
chungen gibt: 

&&& = abcx 2 y*z 2 
daher : 

xyz = V abc und yz = — |/a6c 
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Aufgabe 291. 

x 2 + y 2 + z 2 

y 2 

ex 



a 

2xz-{- b 
dy 



2 1 



Aufgabe 292. 

x^y-\-z 

* 2 + y 2 + z 2 



a (= 21) 
6 (= 189) 



y2 = xz 



daraus : 

a? 4 = — \/a 6 c 



a* 

10 



oder a? 5 = \A* 8 & C und 



10 



10 



a? = V^fec ebenso y = *\/ab*c 2? = l/a&c 3 

Bei Einsetzung der für a, 6 und c gegebenen 
Zahlenwerte bekommt man: 

10/-J 10 

*=y-g-16.612= \/l024 = +2 

y = +4 •= +8 



Auflösung. Man drücke y und # durch 
x aus; nach der dritten Gleichung hat man 

y = — j-; substituiert man die zweite Glei- 
chung in die erste, so bekommt man: 

a?2 -J- 2a?« -{-z* =z a — b 
oder: 

x-\-z = + V a — b und z = + |/« — & — a? 
also: 

*2 = a _ b + x*^2 Va — b-x 

Durch Einführung dieser Werte ia die erste 
Gleichung bekommt man dann für x die 
Gleichung: 

** (2 + ^) + 2* Y^-b = b 

Ist z. B. a = 29, b = 4, c = 2, d = 1, so 
berechnet man & aus: 

5 2 

* 2 + T* = ¥ 



demnach wird: 
x x ■=. — 2 ar 2 = -7T- 

ferner y = 2x, also: 

, 2 

yi = — 4 y 2 = t 



a? 8 = 2 a? 4 = — y 



, 2 

y 8 = 4 y* = — y 



endlich wird z = + 5 — #, also: 

1 



*5 



= ~ 3 ^ = - 6 3 



z 7 — 7 # 8 — 4 -5- 



Auflösung. Addiert man das Doppelte 
der dritten Gleichung zu der zweiten, so be- 
kommt man: 

x*-\-2xz + z* = & + y 2 
da sich y 2 einmal hebt; «also: 
(x + z)2 = b -f- y* 
daneben gibt die erste Gleichung: 

(* + *)« = (a-jOi 

also ist: 

a 2 — b 
(» — y) 2 = & + y 2 und jf = — ^— 



1 
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Aufgabe 293. 

*2 + y2 

** + y* 



z + 2 

«2 + 10 

s* + 370 



Aufgabe 294. 

x + y + z = 9 

x* + y* — z* = 11 
a 3+y3_|_s3 == 99 



x und z berechnet man dann aus den Glei- 
chungen xz = ( — 5 j und 



x-\-z = a — 



a 2 — & __ a* + b 



2a 2a 

Bei Einsetzung der Zahlenwerte ergibt sich 
y = 6, ferner #-J-# = 15 und xz = 36, 
demnach x 1 = z 2 = 12 und # 2 = z x = 3. 



Auflösung. Das Quadrat der ersten 
Gleichung ist: 

x* + 2xy + y 2 = s 2 + 4s + 4 

Subtrahiert man davon # 2 -f- y 2 = -z 2 -f- 15, 
so behält man: 

2xy = 4s — 6 oder a?y = 2z — 3 
femer ist das Quadrat der zweiten Gleichung: 

& + 2x*y* -f y* = A 4 + 20s 2 + 100 
Subtrahiert man davon die dritte, so ergibt sich: 
2a? 2 y 2 =r 20s 2 — 270 oder x*y* = 10s 2 — 135 
Demnach ist (2* — 3) 2 = 10s 2 — ■ 135 oder: 
4s 2 — 12s + 9 = 10s 2 — 135 und «8 + 2« = 24 
also Sj = -}- 4 f s 2 = — 6. Ferner wird 
xy = 5 und — 15, und x-\-y = ß und 
— 4. Aus der Rechnung ergibt sich für 
z 12 = 4: 

*i = y 2 = 5 *i = *i = i 

für # 34 = — 6 : 

^34 = -2± 1/19 ^ = -2^1/19 



Auflösung« Subtrahiert man von: 

( X + y)2 = (9-z)* 

die zweite Gleichung x 2 -f- # 2 = 11 -j- z 2 , so 
bleibt xy = — 9 s + 35. Ferner ist: 
(a? + y)» = a? 3 + Sxy (x + y) + y» = 729 — 243s + 27s 2 — s» 

Subtrahiert man x* -|- y 8 == " — s ft 

so bleibt 3 a?y (* + y) = 630 — 243 z + 27 s 2 

oder: 
3 (__ 9s _|_ 35) (9 _ ,) = 630 — 243s + 27s 2 

oder: 

— 81 z + 315 + 9s 2 - 35s = 210 — 81 z + 9z* 

105 
demnach z = -gg- = 3. Aus # -j- y = 6 

und # 2 -j-y 2 = 20 ergibt sich dann: 
x \ = 5^2 = 4 und *, = y t = 2 



Aufgabe 295. 

*+y 

z-\-t 
xy 

* 2 + y 2 + * 2 + ' 2 



7) 
8) 

= c (= 65) 



*s 



Auflösung. Man addiere zur letzten 
Gleichung 2xy — 2z t = 0. Dann ist: 

(* + y) 2 + — a = « 
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Aufgabe 296. 



X — t 

xt 



11 

2 

yz 

445 



Aufgabe 297. 

X* 

x + y 
z + t 



ty 

xz 



12) 
18) 



oder da x -f- y = a ist : 

z — t = + V* — <* 2 

man addiere ferner — 2xy-\-2zt = 0, dann 
wird: 

(* — y) 2 + O + 2 = e 
oder da z -f- 1 = b ist: 

# — y = ± V« — ft 2 

Aus der Summe und Differenz der Unbe- 
kannten kann man dann diese selbst leicht 
bestimmen. Führt man die Zahlenwerte ein, 
so wird x — y = + 1 und z — t = + 4, 
demnach in Verbindung mit x -f- y = 7 und 
* + * = 8: 

*i = y 2 = 4 a? 2 = ^ = 3 



*i = '2 



= 6 s 2 = t x = 2 



Auflösung. Die Summe der Quadrate 
der beiden ersten Gleichungen ist: 
x* + — 2xt + y2 + z* — 2yz = 125 

Führt man die in der dritten und vierten 
Gleichung gegebenen Werte in diese Glei- 
chung ein, so bekommt man: 
445 — 4xt = 125 oder xt = SO = yz 

Aus x — t = 11 und xt = 80 findet man 
aber für x und t: 



x x = 16 t x = 5 




x % = — 5 t 2 = — 16 




Ebenso ergibt sich aus y — z -= 2 


und 


y* = 80: 




y t = 10 y 2 = — 8 * 4 = +8 z 2 = - 


-10 



Auflösung. Das Produkt der beiden 
ersten Gleichungen ist x*y l = xyzt, also 
ist xy = zt. Erhebt man die dritte Glei- 
chung auf die dritte Potenz, so bekommt man: 

x 3 -f- & x y ( x -t~ y) ~h y 3 = a3 

oder da #-|-y = a und # 8 = xty und 

y 8 = y## ist: 

xty -\-3axy -\-xyz = a 3 
oder: 

xy (z -{- 1) -\- 3 aary = a 3 

Führt man nun z -f- 1 = £ ein, so bekommt 
man für #y die Gleichung: 

a 3 
bxy-j-3axy = a* oder xy = -% — tt 

da -j- 

Für a = 12 und & = 18 wird xy = 32 = zt. 
Aus # -J~ y = 12 und #y = 32 findet man: 

«1 = y* = 8 * 2 = ^ = 4 

Aus z + £ = 18 und s* = 32 ergibt sich: 

z x — t 2 = 16 0, = ^ = 2 
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Aufgabe 298. 

xy = zt 



a (= 18) 
b (=80) 
c (= 130) 



Auflösung. Addiert man: 
2xy + 2zt = 4a 
zur dritten Gleichung, so bekommt man: 
(x + y)2 -f (z + *) 2 = c + 4a 

Setzt man nun x + y = w und -f- £ = v f 
so hat man die beiden Gleichungen: 
u -\-v = b und m 2 + i> 2 =: c-|-4a 

aus denen sich u und t> und demnach auch 
xyzt berechnen lassen. Für a =18, b = 20, 
c = 130 bekommt man w 2 -j- v 2 = 202, dies, 
in Verbindung mit u -j- = 20 gibt: 
Wj = t?, = 11 und w 2 = r t = 9. 
Aus x-\-y = 11 und #y = 18 findet man: 

*i = y 2 = 9 «2 = yi = 2 

Die übrigen Werte sind: 



*3 = y* = 6 *4 = y 8 = 3 z x = *j = 6 *» = *i = 3 



* 8 = * 4 = 9 



* 4 = t 8 = 2 



Aufgabe 299. 

a?y = zt =z a (= 10) 
x + y + z + t=zb (=18) 
* 3 +y 8 + * 3 + * 8 = c (= H34) 



u und 



oder: 
Demnach: 

also: 



u x = 11 



Auflösung. Setzt man x-\-y - 
z-\-t = v % so wird: 

u-\-v — b und w 3 -(-36w»-]-v 8 = & 3 

nun ist: 

u* = it 3 -|- 3<ry (# + y) + y 8 
und 

also wenn man substituiert: 
x* + y* + zS + t* + Sxy(x + y) + 3zt(z + t) + 3b(x + y)(z+t) = b* 

oder mit Rücksicht auf die erste und dritte 
Gleichung : 

c + 3xy(x + y) + 8xy(z + t) + Zb(x + y)(z + t) = 5» 

c + 3xy(x + y + z + t) + Sb(x + y)(z+t) = 6» 

oder da x-\-y = u und + 1 = ft — u ist: 
3&«(6 — w) = & 3 — c — 3a& 

Aus dieser Gleichung lässt sich aber u be- 
rechnen. Bei Einführung der Zahlenwerte 
bekommt man: 
54w (18 — u) = 5832 — 1134 - 540 = 4158 

daraus für u (siehe Erkl. 173) die Werte* 
u x = 11, u 2 = 7, dann aber ist v x = 7 und 
v % = 11. Zur Berechnung von x und y hat 
man jetzt: 

1) a: -|- y = 11 und xy =- 10 
daraus : 

*i = y 2 = 10 * 2 = ^ = 1 
2) # + y = 7 un ^ #y = 10 

daraus: 

x * = y4 = 5 *4 = y 8 = 2 

Ebenso findet man für die andern Unbekannten : 



Erkl. 178. Aus 54m (18 — u) = 4158 be 
kommt man zunächst: 



u (18 — u) = 77 
m 2 — 18« = — 77 

m = 9 + V— 77 + 81 
= 9±2 



u 2 = 7 



= *„ = 5 s* = f , = 2 



«s = h = 10 «4 = *s = 1 
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Aufgabe 300. 

xy = zt 
x + y = a (=7) 
z + t=z b (=8) 
x* + y* + z* + t* = c (= 1649) 



Auflösung. Es ist: 

ar* + 4a? 8 y + 6a;2y2 + 4a?^3-|_y4 = a* 



und 



Erkl. 174. Dividiert man die Gleichung: 

— 4*2 y 2 + Axy (64 + 49) = + 4848 

durch — 4, so bekommt man: 

afty* — 113*y = —1212 
also: 



Addiert man die beiden Gleichungen, so be- 
kommt man, wenn man c einführt: 
4a?y (a?2 + y2) + 6a?2 y 2 -j_ 4^ (^2 4- *2) _|_ 6***2 = a * + b* — c 

Da nun a? 2 + y 2 = a 2 — 2 xy und 

s2 _|- # — 52 _ 2 s* = 2>2 __ 2ary 

so wird, wenn man überall zt = xy setzt: 
4a?y («2 — 2a?y) + 6#*y2 + 4a?y (62 — 2a?y) + 6a?2y2 = ö 4 + b* — c 

oder: 
Acßxy — Üx^y* -{- 6x*y* + ±b*xy — 8x*y* + 6x*y* = a 4_[-&4_ c 

Endlich : 

— 4a?2y2 + 4a?y (a2 + 62) — 4 _|_ &4 __ c 

eine Gleichung, aus der sich xy berechnen 
lässt. 

Bei Einführung der gegebenen Zahlen- 
werte bekommt man: 



. 113 o. 



i- 



1212 + 



1132 



2 -l. y • 4 

= 4" (+ 113 + /— 4848 + 127~69) 



2 



= 4- (+113+ 1/7921) = i (+113+89) mi 



— 4a?2 y 2 _^ 4^ (64 + 49) = + 6497 — 1649 

= +4848 

und daraus (siehe Erkl. 174) xy = 12 und 
+ 101. Man verbindet also zuerst: 
xy = tz = 12 mit x +y = 7 und z + 1 = 8 
dann bekommt man: 

*i == y 2 = 4 a? 2 = y x = 3 



2 

«y = -i-24 = 12 und ~ 202 = 101 



z x = . t % = 6 z 2 = ^ = 2 

sodann #y = £s = + 101 ebenfalls mit: 

x + y = 7 und + * = 8 
dann ergibt sich: 

* 84 = \ (7± /^355) ^ 84 = i (7+ \/=^55) 



*84=4+l/-85 



f M = 4+\/-85 



Aufgabe 301. 

a; + y = 5 

S + * = 9 

#2 _|_ 2 = 20 
y2 + ^2 = 34 

Erkl. 175. Aus : 

— 53*2 + 230a; = 248 
bekommt man: 



* = ^±)f 



248 . 1152 
+ 



53 — V 53 ' 532 

= -^ (116 + V— 13144 + 13"225) 
00 



Auflösung. Aus der ersten Gleichung- 
ergibt sich y = 5 — x, aus der letzten : 
t 2 = 34 — y2 = 34 — (5 — a?)2 

= 34_25 + 10a? — x* . 

= 10a? — 0^24-9 oder t= \/l0a? — #2+ 9 

Setzt man diesen Wert in die zweite Glei- 
chung ein, so wird: 

2 = 9— YlOx—x^ + 9 
oder: 



= -^ (115 + 9) also x, = 2 



53 



X.y = 



124 
53 



z2 = 90 + 10a? — a;2--18 \/l0a? — #2 + 9 
Da nun # 2 + 2 2 = 20 ist, so wird: 
«2 + 90 + 10a? — a?2 _ 18 Y\0x — «2 + 9 = 20 
oder wenn man die Wurzel isoliert: 
18 YlOx — a?2 + 9 = 70 + 10a? 
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Das Quadrat dieser Gleichung ist: 

324 (10a? -a;2 + 9) = 4900 + 1400ar + 100a* 

oder: 

— 53 a* + 230 # = 248 

Demnach wird (siehe Erkl. 175): 

o 124 q 141 

275 



t= YU — y* also * 12 = ±5 t SA = + 53 

Endlich : 

_ a — iA _ 202 _ 752 



53 4 53 



D. Anwendungen der Gleichungen des zweiten Grades mit 

mehreren Unbekannten. 

1) Aufgaben ans der Algebra. Rätselfragen. Anwendungen der 

arithmetischen und geometrischen Reihen. 

Aufgabe 302. Das Produkt zweier Zahlen 
ist um a kleiner als die Summe ihrer Qua- Auflösung . Nennt man die Zahlen x 
drate und um b grösser als die Drferenz und B0 & ^ Prodakt ^ gamme 

derselben. Wie heisren die Zahlen? Zahlen- der ^ uadrate ^ 2 + y2 und /^ Differenz 

Beispiel a — 39, 6 — 11. ar 2 — y 2 ; also heissen die beiden Gleichungen: 

xy-\-a = a#-|-y 2 
und 

Erkl. 176. Die allgemeinen Kegeln über x * ~ fe = ** — * 2 

die Bildung von Gleichungen aus gegebenen Durch Subtraktion der beiden Gleichungen 

Aufgaben werden ausführlich dargestellt in bekommt man: 

Kleyers Lehrbuch der Gleichungen ersten r a . ^ 

■Grades mit einer Unbekannten in den Erkl. 35 a -\- b = 2y 2 oder y = + y — s — 

bis 38, Seite 153 bis 155. . ... . 4 . ■,.„., : , _l_ k 

Substituiert man die Zahlen, so wird y = ± 5 ; 

a; findet man aus der Gleichung x 2 + 5 # = 14 ; 

zu y = 5 gehören x 1 = 7, ar 2 = — 2; zu 

y = — 5 aber x s = — 7 und a: 4 = 2. 



Aufgabe 303. Die Summe zweier Zahlen 
ist gleich 16, ihre Differenz 201 mal so klein . -„ , r « , , ,. ™ . , 

als die Differenz ihrer dritten Potenzen. Auflösung. Man findet die Gleichungen: 

Wie heissen die Zahlen? X + Jf = 16 nnd ,_, = * B -y s 

Die letzte Gleichung kann man in Faktoren 
zerlegen : 

Daraus bekommt man: 

1) x — y = also a^ = yj 

und jede von den Unbekannten gleich 8. 

2) x* + xy + y* = 201 

Verbindet man damit x-\-y = 16, so kann 
man die Gleichungen nach der in Gruppe c) 
oder d) entwickelten Methode lösen. Man 
bekommt x 2 = y Q = 5 und x s = y 2 = 11. 
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Aufgabe 304. Die Differenz zweier 
Zahlen ist gleich 7, ihre Summe 109 mal so 
klein als die Summe ihrer dritten Potenzen. 
Wie gross sind die Zahlen? 



Auflösung. Man löst die Gleichungen: 

2*3 -l- yZ 

x — y — 1 und x + yz= ^ 

in ähnlicher Art wie in Aufgabe 303. Man 
bekommt: 

1 .1 



x t = 3 



* = - 3 2- 



und 



x a = 12 y 2 = 5 x s = — 5 y 8 = — 12 



Aufgabe 305. Die Summe zweier Zahlen 
ist 15 mal so gross wie ihre Differenz; wird 
die Summe der Zahlen von der Summe der 
Quadrate subtrahiert, so bekommt man 98. un( j 
Wie heissen die Zahlen? 



Auflösung. Manbekommt die Gleichungen: 

x -H y = 15 (x — y) 



# 2 + y 2 — (*+y) = 98 
Setzt man x-\-y =z und a; — y = u, so ist : 

2*2 _L #2 

* 2 + y 2 = T 



und die Gleichungen lauten: 



z = 15w und 



**-|-w* ___ 



98 



Für u findet man daraus die Gleichung: 

226 «2 — 30« = 196 
also: 

u l = 1 



t*« 



a\ 



und 

ferner : 

8 y t = 7 * 2 = — 



2fj = 15 a?j = — 



16-98 1Q 99 

- = — lo 



113 



113 



113 

15.49 
118 

y 2 = -i2 



16 



113 



Aufgabe 306. Die Summe der Quadrate 
zweier Zahlen ist um 1 grösser als das 

doppelte Produkt; das Vierfache der ersten Auflösung. Man bestimmt die beiden 
Zahl ist um 7 grösser als das Dreifache der Unbekannten aus den Gleichungen: 
zweiten Zahl. Welches sind die Zahlen? a? 2 + y 2 — l = 2xy und 4 x — 7 = 3y 

Man löst die Gleichungen nach der in Gruppe c) 
angegebenen Methode (vergl. Aufgabe 16). 
Es ergibt sich: 



x x = 4 
y t = 3 



x 2 = 10 
y* = 11 



Aufgabe 307. Welche Zahlen geben 20, 
wenn man sie addiert, und 101, wenn man Auflösung. Man bestimmt die Unbekann- 

die Summe ihrer Quadrate durch die Diffe- ten aus den Gleichungen: 
renz dividiert? 24.^2 

x + y = 20 und — ^- = 101 
1 x -y 

nach der in Gruppe c) oder d) angegebenen 
Art. Man bekommt dann: 

a:, = 11 und x 2 = 110 

Jf, = 9 y 2 = — 90 



_*-•« 



115 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer u kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
^{ beste Handbuch für* Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 

zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



i jährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 







Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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BMIeichungen des 2. Grades 
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l Aurgauen -Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

Angabe und Entwicklung der benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen und Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 
der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, (iraphnstatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brücken- u. Bochbau's; der Konstruktion»! ehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 
Parallel -Perspective, Schatten Konstruktionen etc. etc. 
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Preisgekrönt in Frankfurt k.M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 $ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, niath. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwicklung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt , 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht verges~ 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bc_ 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen ~~ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nr 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfa_ 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erle« 1 *'- 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagshandlur 
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Aufgabe 308. Zwei Zahlen zu finden, 
deren Produkt gleich dem doppelten ihrer 
Summe, und deren Quadratsumme = 45 ist. 



Auflösung. Aus: 

xy = 2 (x + y) nnd x* -\- y 2 = 45 

findet man nach der in Gruppe d) ange- 
wandten Methode, wenn man x -f- y = z und 
xy = t setzt, für die Unbekannten die Werte: 

*i = y a = 6 *« = Vi = 3 
= |(-5±l/65) ^ = ^(-5^1/65) 




a?, 



84 



Aufgabe 309. Die Quadratsumme zweier 
Zahlen ist =80; die Quadratsumme der 
Zahlen , die ihnen vorangehen =? 58 ; wie 
heissen die Zahlen? 



Auflösung. Man hat die Gleichungen: 
*2 + y 2 = 80 und (« — 1)« + (y — 1)2 = 58 
Aus der letzteren bekommt man x-\-y = 12 
und kann nun die Unbekannten nach der in 
Aufgabe 84 entwickelten Methode lösen. Es 
wird: 

*i = y 2 = 8 *s = Vi = 4 



Aufgabe 310. Die Differenz der Quadrate 
zweier Zahlen übertrifft ihre Differenz um 
78, der Quotient der Quadrate den Quotient 

um -Tg-. Wie heissen die Zahlen? 



Auflösung. Die Gleichungen lauten: 

a?2 x 5 
«■-.,1= x-y+ 78 und -y = — 

y 2 y 16 

Die letzte Gleichung löst man nach der in 
Aufgabe 24 entwickelten Methode, indem 

x 
man — = z setzt. Man findet: 

y 

5 1 



•i = 



*2 — ~ -4 



a?! = 15 



* = !» 



Durch Einsetzung dieser Werte in die erste 
Gleichung bekommt man: 

*, = -14.± « M =-|(l± \/- 186 -1) 



Aufgabe 311. Die Differenz zweier Zahlen 
mit der Differenz ihrer Quadrate multipliziert 
gibt 48; die Summe der Zahlen mit der 
Summe der Quadrate multipliziert 888. Wie 
heissen die Zahlen? 



Auflösung. Aus den Gleichungen: 

(x — y) («2 — y2) = 48 

(* + y)(*» + y«) = 888 
bekommt man durch Division: 
x* — 2xy + y* _ 2 

#2 + y2 ~ 37 

Man löst diese neue Gleichung nach der in 
der Antwort auf Frage 17 entwickelten 
Methode. Man bekommt: 



x. 



x 



= y 2 = 7 a? 2 = y, = 5 
= |(_l ±1 /=8) 



S4 



y S 4 



= |-(-l+/-3) 



•'Vi 



, Metger, Gleichungen des zweiten Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 
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Aufgabe 312. Drei Zahlen verhalten sich 
wie p:q:r\ addiert man das Produkt der 
ersten und zweiten und das Produkt der 

zweiten und dritten zur Summe der drei Auflösung. Man hat: 
Zahleu, so bekommt man a. Wie heissen x:y:z —p:q:r 

die Zahlen ? xy-\-yz-{-x + y-\-z = a 

Beispiel: In die letzte Gleichung substituiere man: 

p:q:r = 3:5:8 a = 543 p r 

x = — y und z = — y 
q* q* 

dann bekommt man eine Gleichung für y 
und aus dieser: 

y= 2(p + r) [~^ + g + r )± V(p-t-q + r)* + 4aq(p + r)] 

Bei Einsetzung der Zahlen findet man: 
a?j = 9 y x = 15 *i = 24 

*, = -9§ * = -.!•£ * = -*£ 



Aufgabe 313. Welche sieben Zahlen be- 
sitzen die Eigenschaft, dass wenn man jede Auflösung. Man hat: 
mit der folgenden und die letzte wieder mit 
der ersten multipliziert, die Produkte a, b, c, 



xy — a yz = b zt — c tu = d uv = e 



d, e, f, g herauskommen? vw = f und wx = 9 

Man dividiere das Produkt der ersten, dritten, 

fünften, siebenten Gleichung durch das Pro- 
Beispiel: dukt der zweiten, vierten, sechsten Glei- 

• = 21 » = 14 * = 8 <* = 48 , = 108 ch so bekommt man ** = ^f, also 

f= 90 g = 30 bdf ' 

bei Einsetzung der Zahlen: 

, 1 /2l- 8- 108- 30" . _ 

* l * - ± V ""14-48.90 ~ ±3 
Ebenso wird: 

y 12 = +7 z 12 = ±2 * 12 = +4 
w 12 = +12 v 12 = ±9 t* 12 = +10 



Aufgabe 314. Die Summe zweier Zahlen 

i8t H 2 \£* !?™ me ^ZV^T Potenzen Auflösung. Die Gleichungen: 
= 82. Wie heissen die Zahlen? , n t , - ~ 

x-{-y = 2 ;r t + y 4 = 82 

löst man nach der in Aufgabe 154 entwickel- 
ten Methode. Man bekommt: 

x 1 = y 2 = S x 84t = 1 ± Y^TÖ 
** = Vx = — 1 y 8 * = 1 + / :r TÖ 



ist. 



Aufgabe 315. Die positiven Werte von 
x und y so zu bestimm en, dass : Auflösung. Wenn: 

x + iy= Y6 + 12i x + iy = l/b+Wi 

ist, dann muss: 

(x + iy)* = 5 + 12» 
Erkl. 177t Der Buc hstabe i ist bekanntlich sem jj a nun: 

das Zeichen für V^^"!. Ueber die Rechnung te-Mirt* = * 2 — v^-\-2ixu 

mit den sogenannten imaginären Grössen ver- . ,_ \ ,, '\ L ' 

gleiche man Krüger, Lehrbuch des Rechnens 18t > so bekommt man die Gleichung: 
mit imaginären und komplexen Zahlen. a? 2 — y 2 -f- 2 ia?y = 5 + 12 i 
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Dieser Gleichung geschieht Genüge, wenn: 
1) a? 2 — y % = 5 2) 2xy = 12 oder xy = 6 

ist. Substituiert man x = — in die erste 

y 

Gleichung, so bekommt man für y den Wert 
2 und für x den Wert 3; es ist also: 

\/5 + 12* = 3 + 2» 



Aufgabe 316. In einer Proportion ist 
die Summe der äusseren Glieder = a, die 

der inneren =b, die Summe der Quadrate Auflösung. Ist die Proportion x:z = t:y, 
aller Glieder = c. Wie gross sind die ein- g0 hat man die Gleichungen: 
zelnen Glieder? 1} xy = # , 2) x + y = a 

Zahlenbeispiel: 3)* + * = 6 4) x* + y2 + z2 + t* = c 

a = 24 & = 16 e = 580 Die Gleichungen sind gelöst in No. 295. Be- 

nutzt man die gegebenen Zahlen, so bekommt 
man: 

21 : 9 = 7 : 3 oder 3 : 7 = 9 : 21 



Aufgabe 317. Die Differenz der äusseren 
Glieder einer Proportion ist ^= a, die Differenz 

der inneren = &, die Summe der Quadrate Auflösung. Man bekommt, wenn die 
aller Glieder = c. Wie gross sind die ein- Proportion wieder x:z = t:y heisst, die 
zelnen Glieder? Gleichungen: 

Zahlenbeispiel: 1) xy = zt 2)x-y = a 

a = 6 & = 1 c = 50 3)s-* = & 4) x* + y* + z2 + t* = c 

Die Aufgabe ist gelöst in No. 296 ; bei Ein- 
setzung der Zahlen bekommt man: 
6:3 = 2:1 und — 1 : — 2 = — 3 : — 6 



Aufgabe 318. Von sieben in arith- 
metischer Eeihe stehenden Zahlen ist die 

mittlere —13, während das Produkt der Auflösung. Nennt man das Anfangsglied 
zweiten und letzten Zahl = 454 ist; wie der Reihe x und die Differenz y, so heisst 
heisst die Eeihe? die Reihe: 

*, x+y, x+2y, x+By, #+4y, a?+5y, x+6y 
Demnach ist der Aufgabe entsprechend: 
a?-f-3y = 13 und (x + y) (x + 6y) = 154 

Substituiert man x = 13 — Zy in die zweite 
Gleichung, so bekommt man für y die qua- 
dratische Gleichung: 

6y2 - 13y = 15 
und daraus: 

Erkl« 178« Ueber die arithmetischen Reihen V\ — ö ft = — tt 

yergleiche man Kleyers Lehrbuch der arith- demnach- 
metischen und geometrischen Progressionen. ' „- 

x x = 4 x 2 = -g- 

Die beiden Reihen heissen dann: 

4 7 10 13 16 19 22 
und 

®L ®L _§?_ _ZL IL 68 63 

6 6 6 ~6~ IT "6" ~6~ 
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Aufgabe 319. Die Summe von drei 
Zahlen, die eine arithmetische Reihe bilden, Auflösung. Ist wieder x das Anfangs- 
ist = 27, die Summe ihrer Quadrate = 275. g n e( i m & y die Differenz der Reihe, so be- 
Wie heissen die Zahlen? kommt man die Gleichungen: 

1) x + x + y + x-\-2y = 27 
oder 3a? + 3y = 27 oder x-\-y = 9 

2) *2-Ktf + y)2 + (a? + 2y)2=r275 
oder wenn man die Klammern löst: 

3a?« + 6a?y-|-5y2 = 275 

Substituiert man x = 9 — y in diese Glei- 
chung, so ergibt sich: 

y« = 16 also y 12 = + 4 

Demnach wird x x = 5 , x 2 = 13 and die 
Zahlen heissen : 

5 9 13 oder 13 9 5 



Aufgabe 320. Es werden vier Zahlen 
gesucht, die eine arithmetische Reihe bilden. 

Die Summe der Quadrate der beiden ausser- . . _ 

sten ist = 612, die Summe der Quadrate A Auflösung. Bei der m den beiden letzten 
der beiden mittleren = 468; wie heissen die Aufgaben angewandten Bezeichnung bekommt 
Zahlen? man *" e Gleichungen: 

2*2 -+- 6a?y + 9y2 = 612 
2a?2 -f 6a?y + 5y2 = 468 

daher ist 4y 2 = 144, also y 12 = + 6. Durch 
Substitution dieser beiden Werte gewinnt 
man die beiden quadratischen Gleichungen: 

a?2 -f 18a? = 144 und x* — 18a? = 144 
demnach : 

x x = 6 x % = — 24 x 9 = — 6 a? 4 = 24 
Es gibt also 4 Reihen: . 

6 12 18 24 

— 24—18—12 —6 

— 6 —12 —18 —24 

24 18 12 6 

Aufgabe 321. Die Summe von drei 
Zahlen, die eine geometrische Reihe bilden, Auflösung. Nennt man die erste Zahl re- 
ist = 399, das Produkt aus der mittleren m & den Exponent y, so sind die drei Zahlen 
und der Summe der beiden äusseren = 12078; Xf ^y, xy 2 und aus den Bedingungen der 
wie heissen die Zahlen? Aufgabe hat man die beiden Gleichungen: 

a? + a?y+a?y2 = 399 und xy(x-\-xy*) = 1207& 
Setzt man xy = z und x^-xy 2 = t, so 

Erkl. 179, Die geometrischen Reihen werden lauten die Gleichungen : 
behandelt in Kleyers Lehrbuch der arith- s + * = 399 und *•*= 12078 

metischen und geometrischen Progressionen. Nach der in Aufgabe 18 entwickelten Me- 

^iT^oof 11 ?t2S r /f , I??SSJ? e ^i 611 2 ! thode bekommt man: 

(statt 399) und 160 (statt 12078), so bekommt z =z t = 366 und z = t =33 

__ Also ist: 

= 4(1 + 2 V^ü) l)a?y = 33 a? + a:y2 = 366 

_ _1_/. , 2 wzTq) ^ an dividiere die beiden Gleichungen und 
~~~ 5 ^ ^ * ' bestimme y. Es ergibt sich: 

y x = 11 y 2 = — und x x = 3 x 2 = 36a 



man: 



x x = 4 a? 9 = 16 


X Zi 


y x = 2 y a = — 


y 8 4 
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Demnach lauten die Zahlen: 

3 33 363 oder 363 33 3 
2) ist xy = 366 und x + xy* = 366 
Hieraus ergibt sich: 

y84 = öL-(H± 1 / :::: 59il5) 



244 



Aufgabe 322. Die Summe der ungeraden 
Glieder einer funfgliedrig^n geometrischen Auflösung. Wendet man die in der 

5f. lh f 18t ™ 63 ^. dl t ? umm ® der geraden vorige n Aufgabe angegebene Bezeichnung 

Glieder = 30. Wie heissen die Zahlen? ^ g0 bekommt man die Gleichungen: 

x -f- #y 2 -f- xy± = 63 und xy -f- xy* = 30 

Die Gleichungen sind gelöst in Aufgabe 27. 
Man bekommt: 

x x = 3 x 3 = 48 x S4t = 3 (23 + 4 V~ 6) 

*i = 2 y 2 = y y M =|(-i±2/=l) 

Die Zahlen heissen demnach: 
3 6 12 24 48 oder 48 24 12 6 3 
oder: 

3 (23 ± 4 l/=Te) 15(l±2\/^~6) —75 
15(1 If2 Y=~6) 3(23 + 4/=^) 



Aufgabe 823. In einer geometrischen 

Reihe von vier Gliedern ist die Summe des Auflösung. Ist wieder das Anfangsglied 
ersten und vierten =56, die des zweiten der Exp ^ nent y so heissen ^ beiden 
und dritten = 24. Wie heisst die Eeihe? Gleichungen: 

x -f- xy* = 56 xy -+- xy 2 = 24 

Die Gleichungen sind gelöst in No. 241. 
Man findet die Zahlen: 

2 6 18 54 oder 54 18 6 2 



Aufgabe 324. Die Summe dreier Glieder 
emer geometrischen Reihe ist =o die Summe Auflösung. Bei derselben Bezeichnung 
ihrer Quadrate = b. Wie heissen die Zahlen? bekommt man * di e Gleichungen: 

x -f- xy -J- xy 2 = a und x 2 + x*y* -)- o? 2 y* = b 

Die Gleichungen sind gelöst in No. 242. Man 
bekommt die drei Glieder: 

1 (« 2 + b ± /(3a* - b) (3& - a*)), a2 ~"* 






Aufgabe 325. In einer arithmetischen 
lind geometrischen Reihe von je drei Gliedern 

ist das gemeinsame erste Glied = 4 , auch Auflösung. Ist x die Differenz der arith- 
die zweiten Glieder stimmen überein, das dritte metischen und y der Exponent der geo- 

Glied der geometrischen Reihe ist -g- vom metrischen Reihe > 80 ** man *r erstere: 

* 16 4 4-j-a- 4 + 2* 

dritten Gliede der arithmetischen Reihe. Wie für letztere: 
heissen die Zahlen? 4 4y 4y2 
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Nach der Aufgabe ist dann: 

25 

4 + # = &y und 4y2 = _— (4 -f 2sr) 

Es wird: 

3 15 

x = 6 und — y y = 2 — und -g- 

Die Zahlen heissen demnach: 

4 10 16 und 4 2-i- 1 

o 

1 9ft 

4 10 25 4 2 4- 



2 16 



Aufgabe 326. Wenn man zu den vier 
Gliedern einer arithmetischen Progression . „.. t^. ™ , , .^, 

5, 6, 9, 15 addiert, so bekommt man eine ^f 0- » D " vier Gheder der mtn " 
geometrische Progression. Wie heisst die metlscnen Keiüe smd: 
arithmetische Reihe ? ** + y* + 2y* + 8y 

daher die der geometrischen: 
x~\-h x-{-y-\-6 a?-|-2y + 9 a?-f-3y-j-15 

Aus der Natur der geometrischen Reihe er- 
geben sich dann die beiden Gleichungen 
(siehe Erkl. 180) : 
(x+5)ix+By+16) = (x+t / +6)(x+2ij+9) 

und 
w (* + 5)(* + 2y + 9) = (# + y + 6)2 

Erkl. 180. Wendet man für Anfangsglied T ... ^^ ,. tti^^™ «* KalTAmm i. wö „ 
und Exponent der Reihe die Buchstaben a und £ os * "^ die Klammeni > fi0 bekommt man 
e an, so lauten die Glieder a, ae, ae*, ae*. Es ^ e Gleichungen: 
ist daher: 2y* — 5a? + 6y = 21 

a*ae* = ae*ae 2 und a-ac 2 .= (ae) 2 nnd 

2^2->4a?-|-4y = 18 

Demnach ist x = 2y — 3. Nach Substitution 
dieses Wertes findet man y x = 3 und x x = 3. 
Demnach heisst die arithmetische Reihe: 

3 6 9 12 
die geometrische Reihe: 

8 12 18 27 



Aufgabe 327. Die Ziffern einer drei- 
ziffrigen Zahl bilden eine arithmetische Reihe. . _.. „ A ,. „.„ 

Addiert man zur ersten und letzten 1 , so Auflosung. Nennt man die Ziffern z, y 
bekommt man eine geometrische Reihe. Kehrt und *> so bekommt man die drei Gleichungen: 
man die Zahl um, so entsteht eine um 594 v _ ^ + g „ 2 = ( x 4- Y\ (zA- Vi 

grössere Zahl. Wie heissen die Ziffern? y ~~ 2 y v t m -r ; 

100a; -f lOy -f- z + 594 = 100« + lOy + x 

oder : 

z — x = 6 

Durch Substitution der Werte aus der ersten 
und dritten Gleichung in die zweite findet 
man x = 1, y = 4, z = 7. Die Zahl heisst 
demnach 147. 



Aufgabe 328. Von sechs Zahlen, deren 
Summe = 96 ist, bilden die drei ersten eine 

arithmetische, die drei letzten eine geo- Auflösung. Ist x das erste Glied der 
metrische Reihe. Die Glieder der arith- arithmetischen Reihe und y deren Differenz, 
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metischen Reihe sind in denen der geo- ferner z die erste Zahl der geometrischen 
metrischen Reihe 2, 3, 6 mal enthalten. Wie Eeihe und t deren Exponent, so lauten die 
heissen die sechs Zahlen? sechs Zahlen: 

x x-\~y x-\-2y z zt zt* 
und man hat die Gleichungen: 
z = 2x zt = S(x + y) zt* = 6(x + 2y) 
x + x + y + x + 2y + z + zt + z t* = 96 

Durch Substitution bringt man die letzte 
Erkl. 181. Aus: Gleichung auf die Form 7#-)-9y = 48. 

zt =. 3(x-\-y) folgt z2& = 9(x + y)2 Ausserdem gewinnt man (siehe Erkl. 181) 
demnach: die Gleichung: 

zH % = 9(x + y)* = j odw =2x rf + 2*y-8,» = 

zt 2 ü{x + 2y) die nach der in Aufgabe 25 entwickelten 

Zwischen x und y ergibt sich also die fernere Methode behandelt wird. Man bekommt: 
Gleichung: ^ x = y% demnach 7a?+9a = 16a? = 48 

3 (* + y) 2 = ±x (x + 2y) oder : 

oder: x = 3 y = 3 z = 6 t = S 

also: 8 * , + 6 *' + 8 >' = *" + 8 *' also heissen die Zahlen: 

x*-\-2xy — Ziß = 3 6 9 6 18 64 

2) ist x = — 3y, demnach: 
— 21y + 9y = 48 
oder: 

y = — 4 # = 12 s = 24 * = 1 
Dies giebt die Zahlen: 

12 8 4 24 24 24 



2) Aufgaben aus der Planimetrie. 

Aufgabe 329. In einem rechtwinkligen 
Dreieck ist die Hypotenuse = 13, die Summe Auflösung. Wir bezeichnen in dieser 
der Katheten =17; wie gross sind die wie den folgenden Aufgaben die Katheten 
letzteren? m i t x ^d y un( i <jie Hypotenuse mit z\ 

dann hat man die Gleichungen: 

x + y = ll und x2 + y* = 169 

Löst man die Gleichungen nach der in Auf- 
gabe 21 entwickelten Methode, so wird: 

x 1 = 12 y 1 = 5 

x 2 = 5 y% = i 2 



Aufgabe 330. Der Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks ist = 24, die Hypotenuse Auflösung. Aus den Gleichungen: 
= 10; wie gross die Katheten? * y = 48 und *■ + *» = 100 

findet man (vergl. Aufgabe 20): 

x i = v* = 8 *2 = yi = 6 



Aufgabe 331. Der Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks ist =210, die Summe Auflösung. Aus den Gleichungen: 
der Katheten = 41; wie gross die Seiten? xy _ 420 xmd x + y = 41 

findet man (vergl. Aufgabe 19): 

*i = y* = 21 x * = yi = 20 
und z in beiden Fällen = 29. 



W-'-F 
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Aufgabe 332. In einem rechtwinkligen 
Dreieck ist die Hypotenuse = c und eine 
Kathete gleich der mittleren Proportionale 
zwischen der Hypotenuse und der andern 
Kathete; man berechne die Katheten. 



Auflösung. Man bekommt die Gleichungen : 
x2 + V 2 = c2 und 1 x 2 = ey 
daraus dann: 

d. h. y ißt das grössere Stück der stetig 
geteilten Hypotenuse. 



Aufgabe 333. In einem rechtwinkligen 
Dreieck sei die Hypotenuse = c und die eine 
Kathete gleich der Projektion der andern 
auf die Hypotenuse. Man berechne diese. 



Auflösung. Man bekommt die Gleichungen: 

x 2 + y 2 = c 2 und y 2 == ex 

wenn x gleich der Projektion von y auf 
die Hypotenuse ist. Es ist wieder wie in 
der vorigen Auflösung: 



x 



-i+t* 



Aufgabe 334. In einem rechtwinkligen 
Dreieck ist die Summe der Katheten = s, 
ihr Produkt gleich der Differenz ihrer Qua- 
drate; wie gross sind die Seiten? 



Auflösung. Man bekommt die Gleichungen: 

x-\-y = * 

und 

xy = a? 2 — y 2 = (x + y) (x — y) = «(a? — y) 
Durch Substitution von y = s — x gewinnt 
man die Gleichung x 2 -f~ sx = s 2 , also ist: 



.=- i+±v* 



ferner wird: 



8 _ /=- 



y = T*-¥^ 5 



und * = «V6— ■ 2 \/5 



Aufgabe 335. Die Grundlinie eines gleich- 
schenkligen Dreiecks bat eine Länge von 
a m, wie gross ist seine Höhe, wenn das 
über der Grundlinie eingeschriebene Quadrat 
den sechsten Teil des Dreiecks beträgt? 




Auflösung. Ist x die Seite des Quadrats 
und y die Höhe des gleichschenkligen Drei- 
ecks, so hat man die Gleichung x 2 = -jg- f 

ferner folgt aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke ABC und DEC, dass: 

y_ __ y — x 
a x 

ist. Substituiert man dann: 



y 



ax 



a — x 

in die erste Gleichung, so kann man x be- 
rechnen. Man bekommt: 

und y = 6a + 2a Ye 

Es lassen sich altw-zwei Dreiecke zeichnen. 

Bei dem einen ist: 
y x = 9,899 a beim zweiten y 2 = 0,101a 
m x = 0,908 a a? 9 = 0,092 a 
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Aufgabe 336. Die Flächen zweier Qua- 
drate betragen zusammen a 2 ; wie gross sind Auflösung. Nennt man die Seiten der 
die Seiten, wenn sich die Diagonalen um d Q ua drate x und y, so sind die Diagonalen 
unterscheiden? x yj und y y^. man bekommt also ^ 

Gleichungen: 

x*-\-ffi = a 2 und x Y% — y V^= * 



oder: 

Man findet: 



x — v = 



' = W 



•-KV"-T-t-i*r) 



Aufgabe 337. Ein Rechteck, dessen 

Seiten 20 und 8 m sind, soll durch zwei den AuflÖ8TUl g. A us der Figur 2 lassen sich 

Seiten parallele Gerade in vier Teile zerlegt 8ofort ^ b * den Gleichun ^ en aWeiten: 
werden, so dass der an der einen Ecke „ , ro . ° . flA 

liegende Teil =20, der in der entgegen- ** = *> ™ d (8-*)(20-y) = 60 

gesetzten Ecke liegende Teil = 60 qm ist. Man bekommt für x und y die Werte : 
In welcher Entfernung sind die Parallelen x x = 4 und x % = 2 

gezogen? y t = 5 y % = 10 

Figur 2. 



S-;r 





20ym 


d&^rm 





8 



20-y 



20 



Aufgabe 338. Ein Eechteck hat die 
Diagonale = 13 m, vermehrt man die Länge Auflösung. Sind x und y die Seiten 

und Breite des Rechtecks um 3 m, so nimmt deg Rechtecks, so bekommt man die beiden 

die Diagonale um 4 m zu. Wie lang sind Gleichungen: 

die Seiten ? x2 ^ y2 _ 169 und (a . ^ 3 j 2 _^_ (y + 3)2 __ 289 

Die letzte Gleichung vereinfacht sich zu: 

x + y = n 
Demnach ist: 
x = 12 und y = 5 

Aufgabe 339. Ein Eechteck und ein 
rechtwinkliges Dreieck stehen so zu einander 
in Beziehung, dass die grössere Seite des 
Rechtecks gleich der Hypotenuse, die kleinere 
aber gleich der Hälfte der zweiten Kathete 

des Dreiecks ist; die Summe von dem Flächen- des rechtwinkligen Dreiecks, t und u die 
Inhalte beider Figuren ist gleich dem Qaadrate Seiten des Eechtecks, so hat man folgende 
der zweiten Kathete, und die Summe der Gleichungen: 
Umfange beider Figuren ist um 10 m länger . = ÜL xy 

als der Umfang dieses Quadrats. "~ ~~ 2 2 



Auflösung. Sind x, y und z die Seiten 



-(- 1 u = y 



2 
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* + y-|-*-|-2* + 2tf = 4y-|-10 *2-f-y2 = *2 
Aus: xy-}-2tu =z2y* und 2u = y 
folgt, dass: 
#y + *y = 2y 2 oder a? -f- * =: 2y = *-[-« 

ErkL 182. Der Inhalt eines Hechtecks ist ' 

bekanntlich gleich dem Produkte der Seiten, der * + y + * + 2z + y=z*y + 10 

eines rechtwinkligen Dreiecks gleich dem halben 0< *er : 

Produkte der Katheten. , * - 2y + 3s = 10 

da nun: 

* — 2y + s = 
ist, so folgt: 

* = 5 und a? — 2y = — 5 

Verbindet man dies mit a? 2 + y 2 = 2 2 , so 
ergibt sich x = 3, y = 4, demnach : 
* = 5 und u = 2 



Aufgabe 840. Einem Kreise von 31 4,16 qm 
Flächeninhalt ist ein Reckteck von 192 qm 
Fläehe eingeschrieben. Wie gross sind dessen 
Seiten? 



Figur 3. 



Auflösung. Ist der Radius des Kreises 
= r (siehe Figur 3), so ist dessen Fläche 
= r 2 n und da dies = 314,16 qm ist, so 
wird r = 10; ferner ist xy = 192, und aus 
der Figur ergibt sich: 

a>2 + y» = 400 
Man bekommt daraus: 

x — 16 y — 12 




Aufgabe 341. In einem rechtwinkligen 
Dreieck ist der Umfang = 2s, der Radius Auflösung. Der Umfang des Dreiecks 

des BertihrungBkreises = o ; wie gross sind | gt ( 8 i ene Figur 4) : 
die Seiten? , , ' , , rt 

Zahlenbeisplel : t x + f + * = 2 * ota « + y == 8. - . 

2« = 12 p — 1 ferner ist der Inhalt gleich (s. Erkl. 183): 

Figur 4. -¥- = *•? oder *y = 2 *? 

endlich : x 2 + y* = Ä 2 

also: *8-f 2a?y-J-y* — «2^.4^5 

oder: a?-f-y = y^2-j-4ps 

und 2« — 0= v^* 2 + 4ps 

Daraus findet man: 

* 
8* — PS __ 




* = = — = S — p = 5 Und rr* -j- y* = 25 

während xy = 12 ist. Also wird: 

a: = 4 y = 3 

Erkl. 188« Nach einem Satze aus der Plani- 
metrie ist der Inhalt eines Dreiecks gleich dem 
halben Umfang multipliziert mit dem Radius 
des Berührungskreises. 
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Aufgabe 342. Der Umfang eines recht- 
winkligen Dreiecks ist == 2s, die Summe Auflösung. Es ist wieder: 
der Eadien des ein- und umgeschriebenen 
Kreises = p\ wie lang sind die Seiten? 

Zahlenbeispiel: 



x-\-y-\-z = 2« oder a? + y = 2» — z 
ferner ist der Radius des umschriebenen 



2s = 252 p = 73 Kreises = -5- (siehe Erkl. 184) und der 

xy 

2s 



Eadius des Berührungskreises = -5— (siehe 



Erkl. 183), folglich: 

Z XV 

2^2* * 

endlich x 2 -J- y 2 = s 2 . Verbindet man mit 
Erkl. 184. Bekanntlich liegt heim recht- di e8er letzten Gleichung: 

winkligen Dreieck der Mittelpunkt des um- 2 _. ~ 

schriebenen Kreises auf der Mitte der Hypotenuse. y ~~ p 

so bekommt man: 



x-\-y = V^^ 2 + 4«i> — 2«rs = 2s 
daraus ergibt sich: 

2? = 2« — 2p = 10<5 
Ausserdem findet man: 

x = 90 y = 56 



3) Aufgaben ans der Stereometrie. 

Aufgabe 343. In einem rechtwinkligen 

Parallelepipedum ist die Diagonale = d m, Auflösung. Nennt man die Länge des 

die Oberfläche = q qm, ferner übertrifft die Körpers x, seine Breite y und seine Höhe z, 

Länge die Summe von Breite nnd Höhe um g0 hat man die Gleichungen: 

em. Wie lang sind die Seiten? 91919 ^90/ ■ 1 \ 

*«M*«iJL^i . x* + y* + z 2 =zd* 2(xy + xz + yz) = q 



Zahlenbeispiel: 

d = 13 q = 192 e = 5 



* — (y + *) = * 

Addiert man die zweite Gleichung zu der 
ersten, so kann man aus der Summe die 
Wurzel ziehen. Man bekommt dann: 



x ~r" V ~\~ z == V& 2 + 2 
Addiert man: 

Erkl. 185. Die zu dieser und den folgen- . -, . x { &'T ss ) — e 

den Aufgaben benutzten Formeln findet man wira: 

entwickelt in Kleyers Lehrbuch der Körper- x = _L( e _j_ y^2 -(- g) 

berechnungen. 2 

Das rechtwinklige Parallelepipedum wird y und z ergeben sich dann aus 'den Glei- 

neuerdings passend mit dem Namen „Rechteck- chungen: 

körper" bezeichnet. 1 

Nimmt man in der Aufgabe: y -\- z =. — (e -\- Yd 2 -t- q) — e 

d = 57 2 = 5400 und e == — 5 - 

so wird: = y (— «+ V^ + tf) 



a; = 44 y = 32 z = 17 



und 

2ys = g — 2a? (y -f- s) 

wenn man die Werte für a? und y-f-s ein- 
setzt; man bekommt dann: 

Ayz = g-f ^2 — <22 

Bei Benutzung* der Zahlenwerte wird a? = 12, 
y + «e = 7 und ys = 12, also y = 3 und 
= 4 oder umgekehrt. 
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Aufgabe 344. Ein Rechteckkörper hat 

ein Volumen von 9216 cbm, eine Oberfläche Auflösung. Nennt man die Seiten wieder 

von 3072 qm, während die Grundfläche einen g0 £ at man ^ Gleichungen: 

Umfang von 56 m hat; wie gross sind die _ OQ1ß M , . 1KQÄ , OQ 

Seiten und die Diagonale? * y * = 9216 **+**+** = 1536 *+* = 28 

Daher ist: 

xy = und xy -\-z{x-\-y) = 1536 

oder: " «W Ä „„ 

48 

daraus bekommt man z x = 48 und z 2 = -=-. 

Nor die erste Zahl gibt für # und y reelle 
Werte. Es wird x = 16, y = 12; ferner 
die Diagonale = 53. 



Aufgabe 345. Bei einem Rechteckkörper 

ist das Volumen == 2496, die Oberfläche Auflösung. Aus den Gleichungen: 

= 1112 und die Umfläche, d. h. die Ober- To* o/ • i * m« 

fläche ohne die beiden Grundflächen = 728; xyz = 2496 *(*V + ** + V*) = "" 

wie lang sind die Seiten? un ^ 

2(;rs + ys) = 728 

bekommt man: 

xy = 192 und a? + y = 28 
also: 

x = 12 y = 16 und s = 13 



Aufgabe 346. Bei einem Rechteckkörper 

i8t J^ S o V °! an l en = « 2 1 192, *?. Oberfläche Auflösung. Man bekommt die Gleichungen: 
= 5088, die Grundfläche = 864; wie lang Q . iao e , . QKAA ^ 

die Seiten? *y« = 24192 xy+xz+yz = 2M4 a?y = 864 

daraus dann: 
z = 28 a? = 36 y = 24 



Aufjgabe 347. Von einem geraden drei- 
seitigen Prisma, dessen Grundfläche ein recht- Auflösung. Sind die Seiten der Grand- 
winkliges Dreieck ist, kennt man das Volumen fläche x ^7 nd 80 ist deren Inhalt gleich: 
V == 300, die Höhe h = 10, und den Inhalt 9 h 

der grössten Seitenfläche s = 130, wie gross —V- und F = xy 

sind die Kanten der Grundfläche? * . * 

ferner ist: 

da die Seitenflächen Rechtecke sind. Da 

s 

z = -r- ist, so berechnet man x und y aus 

den Gleichungen: 

2F «2 

xy = -=— und a? 2 + y 2 = 



Ä — ' 9 h 2 

Bei Einsetzung der Zahlenwerte findet man: 
s = 13 a? = 12 y = 5 



Aufgabe 348. Die Grundkanten einer 
dreiseitigen Pyramide sind 7, 8 und 9; die Auflösung. Nennt man die Seitenkanten 
Seitenkanten stehen aufeinander senkrecht; x y und *, so hat man die drei Gleichungen: 

wie lang smd sier „ i 9 A r% o i o oa o i o oi 

x 2 + y 2 = 49 x 2 + z 2 = 64 y 2 -{- z 2 = 81 

Man bekommt: 

x = 4 y = \/33 = 6,744 * = 4 /äT= 6,928 
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Aufgabe 349. Das Volumen einer ge- 

r ^ den rt i u A dra ^ i8che ?. p J? amid ® ^ g ! 6 ? C ? Auflösung. Das Volumen des Körpers 

a 3 = 2200 cbm, die Gesamtfläche gleich ^ y 

b 2 = 1440 qm; wie gross ist die Seite der ist gleich — g— = a 8 , wenn x die Seite der 



Grundfläche und die Höhe? 



Grundfläche und y die Höhe bezeichnet. Die 
Oberfläche besteht aus der Grundfläche = x 2 
und vier Dreiecken, deren Grundlinie = x % 
und deren Höhe: 



Figur 5. 



Ä 1= =^y 2 + 



4 




ist (siehe Figur 5); demnach ist der Inhalt 
eines Dreiecks gleich: 



tV«-+t 



62 



und die Oberfläche: 

Aus der letzten Gleichung bekommt man 
durch Quadrierung: 

4&{y*+£^\ = b^ — 2b 2 X 2 +X^ 

oder : 4a? 2 y 2 = 6* — 2 & 2 * 2 



Da nun y 2 = 



9o« 



ist, so wird: 



36 a« = d** 2 — 26 2 a?* 



also: 



4 — V 16 



18q6 
6 2 



oder bei Einführung der gegebenen Zahlen 
x 2 = 400 und 320 oder x x = 20, x 2 = 8 i/o" 
demnach #! = 24, y % = 30. 



Aufgabe 350. Bei einem geraden Kegel 
von 24 -m Höhe verhält sich die Grundfläche Auflösung. Nennt man den Radius der 

zur krummen Seitenfläche wie 7:25; wie Grundfläche x, die Seite des Kegels y, so 

gross ist sein Volumen? hat man ffle Gleichungen: 

J^L = -L = iL und * 2 + 24 2 = y2 
xny 25 y 

7 

Substituiert man x = -gg- y in die zweite 

Gleichung, so bekommt man y 2 = 625, also 
y •= 25 , demnach # = 7 und das Volumen 
= 1231,5. 



Aufgabe 851. Bei einem geraden Kegel 
von der Seite 35 hat das Achsendreieck die Auflösung. Ist x der Radius und y die 
?? äC i^ = o 588; Wie gr0SS i8t der Radius und Höhe, so bekommt man die Gleichungen: 

xy — 588 und x 2 + y 2 = 1225 

daraus dann x = 28 und y = 21 oder um- 
gekehrt. 



die Höhe? 



Aufgabe 352. In einem geraden Kegel 

kennt man den Mantel = 1837,8 und die Auflösung. Nennt man den Radius x 
Höhe = 36; wie gross sind Radius und Seite? und die Seit ° z% 80 kann man aus: 

xnz = 1837,8 
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oder: 

xz = 585 und x 2 + 362 = g2 

die Unbekannten berechnen. Man bekommt: 

x = 15 z — 39 



die Radien ihrer Grundkreise? 



Aufgabe 353. Ein Cylinder und ein Kegel 
haben gleiches Volumen gleiche Oberfläche Auflösung. Ist x der Radius des Cy- 

^^l e }^^^1^7 ie e rosssuid linders, y der des Kegels, so hat man die 

Gleichungen : 

x 2 nh = ^~- oder y 2 = *x 2 
3 * 

ferner ist: 

2x 2 n -f- 2xnh = y n (y + YW+y 2 ) 
oder: 
2x 2 -\-2xh = y 2 + y y%2 _|_ y 2 = y 2_|_ YJ^ytlf^ 

oder da y 2 = 3a? 2 ist: 



2x 2 + 2xh = 3a?2_(- ^3*2^2 -|_9 y 4 
Man findet daraus: 

a?=— ~ + -^ /3"=l,46cm 



demnach: 



7t 



y = -j-(3 - YS ) = 2,53 cm 
Das Volumen der beiden Köper wird gleich : 

if.(.-^) 

Ä2 _ 

und die Oberfläche gleich —r- n y3. 



Aufgabe 354. Von einem Kegelstumpfe 
kennt man das Volumen, die Höhe und die Auflösung. Nennt man die Radien der 

Seite: V= 5240,2, h = 12 und s = 15; Grundkreise x und y, so kann man sie be- 

wie gross sind die Radien der Grundkreise? rechnen aus den Gleichungen: 

x2 + xy + y* = **£&- = 417 

(* — y)l = 152—122 = 81 

Man bekommt: 
x = 16 und y = 7 



Aufgabe 355. Das Volumen eines Kegel- 
stumpfes ist = 1215,8, seine Höhe =9, ferner Auflösung. Die gesuchten Radien seien 
te ^ I S?Lj B ,J™ C, f ei1 S6lte ™*^ d ™~ x und y, dann ist: 

Bn(x 2 + xy + y 2 ) = 1215,8 
oder: 

«2 -)- a?y -f- y2 = 129 

ferner ist (siehe Figur 6): 



= 71° 33' 54"; wie gross sind die Radien 
der Grundkreise? 

Figur 6. 




9 



x — y 



= tg 71<> 33' 54" = 3 



x-y 



also: 

x — y = 3 und x 2 — 2zy-{-y 2 = 9 
also: 

3a?y = 120 xy = 40 
und 

«2 4-2^ + ^2 = 169 oder x-fy = 13 

Demnach wird x = 8 und y = 5. In der 
Figur 6 ist bloss das Achsentrapez gezeichnet; 



? 
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heisst der gegebene Winkel y und die Höhe h, 
so ergibt sich: 

h 

tgy = 



x 



Aufgabe 356. Wie gross sind die Eadien 
der Grundkreise eines Kegelstumpfes vom Auflösung. Sind die Eadien wieder gleich 

Volumen V= 36757, wenn sich dieselben x un ^ y ß0 ist: 
wie 2:5 verhalten und wenn die Höhe ' F __ io-m i -«4.^ 

- 36lsW oder: 

36757 
** + xy + !/ 2 = -j^j- = 975 

da sich ferner x : y = 5 : 2 verhält, so findet 
man a? und y durch Substitution; es wird: 

x = 25 und y = 10 



Aufgabe 357. Die Inhalte eines Kegels 
und eines Cylinders verhalten sich wie 3 : 4, 

ihre Mäntel wie 15 : 16 , die Höhe ist bei Auflösung. Sind die gesuchten Radien x 
beiden =8; wie gross sind die Radien der ^ü y, und die Seite des Kegels = z t so hat 
Grundflächen? man die Gleichungen: 

— 5 — :y 2 wÄ = 3:4 oder a? 2 = — y 2 a; = — y 

xnz : 2y7r8 = 15 : 16 oder xz = 15y 

endlich ist x 2 + ä 2 = s 2 . Durch Substitution 
bekommt man # = 10, ferner x = 6, y = 4. 



Aufgabe 358. Eine Kugel vom Radius r 
soll in einen geraden Kegel verwandelt wer- 
den, dessen Mantel 3 mal so gross wie ihre Auflösung. Beim Kegel sei der Radius x> 
Grundfläche ist. die Höhe y und die Seite z, dann hat man 

die Gleichungen: 

X 2 7lt/ 4 , - „ 

— — — = — r 8 zr oder x 2 y = 4r& 

ferner: 

xnz == 3a: 2 ;r oder a?s = 3a? 2 und z = 3a? 

endlich a? 2 -f- y 2 = s 2 . Da # 2 = 9 a? 2 , so wird 

y 2 = 8a? 2 und y = 2a; \/2J also: 

_ 6 

2*» V8 = 4r» und a? = r \Z2* 
also: 

6 __ 3 

z = SrY% und y = 2r \/4~ 



Aufgabe 359. Die Centrale zweier sich 
von aussen berührender Kugeln ist = 42, Auflösung. Sind die Radien der Kugeln 

die Summe der Oberflächen = 11988; wie * und y, so ist die Centrale gleich a? + y = 42 

gp-oss sind die Radien? nnd die gumme der Oberflächen: 

4a? 2 ^ + 4y 2 7T = 11988 
also: 

x 2 + y* = }JpS- = 954 

Daraus findet man x = 15 , y = 27 oder 
umgekehrt. 
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Aufgabe 860. In eine Kugel mit dem 
Radius r einen Cylinder zu zeichnen, dessen 

4 
Oberfläche = -=- der Kugeloberfläche ist 

Figur 7. 




Auflösung. Sind Radius und Höhe des 
Cylinders = x und 2y, so ist dessen Ober- 
fläche : 

ifi 

o 
oder: 

5a? 2 -f- lOopy = 8r 2 

Ferner folgt aus der Figur 7, die einen 
Querschnitt durch die Körper darstellt, dass 
x 2 -\-y 2 = r 2 ist. Demnach wird: 

5a? 2 + 10a: Yr* — x* = 8r 2 

oder nachdem man die Wurzel weggeschafft 
hat: 

125 a?* — 180 r 2 a? 2 = — 64H 

Daraus ergibt sich dann: 



und 



4 2 wk 



3 1 WTC 



Die Volumina der beiden Cylinder sind: 



96 
125 



r*n und 



_8_ 
25 



r*n "j/5 



Aufgabe 361. Von einer Kugel soll ein 

Segment abgeschnitten werden, welches ebenso . -,.. ^ T i_ i j a 

gross ist als der Kegel auf derselben Grund- Auflosung. Der Inhalt des Segments ist 

fläche, dessen Spitze im Mittelpunkte der & leicn: 
Kugel liegt. 



Figur 8. 




X 2 7t , 

wenn x die Höhe und r den Kugelradius 
bezeichnet. Ferner ist der Inhalt des über 
derselben Grundfläche stehenden Kegels gleich : 



y 2 n 



(r — x) 



Also ist: 

x2n •« v v 2n , 

-^-(Sr-x) = £--(r-x) 

Ausserdem hat man noch (siehe Figur 8): 
y2 = r 2 — ( r — a?) 2 oder y 2 = x (2r — a?) 

also: 

a? 2 (3r — x) = x(2r — x) (r — x) 

Dies gibt die quadratische Gleichung: 



x 2 — Brx = — r 2 
folglich: 



3 r 

und x = — r — -^ l/5 



r — * = — y + -j- V'* 

r — x ist demnach die Seite des Zehnecks 
im Kreise. 
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Von Kleyers Enzyklopädie der gesamten mathematischen, technischen u. 
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Lehrbuch der Grundrechnungsarten. Erstes Buch: Das Rechnen mit unbenannten (ranzen 
Zahlen. Mit 71 Erklärungen und einer Sammlung von 657 gelösten nnd ungelösten analogen Aufgaben. 
Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von A. Frömter. Preis : M. 3. — . 

do. do. Zweites Buch: Das Rechnen mit benannten Zahlen. Mit 30 Erklärungen 
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sich unter der Presse. — 

Lehrbuch der Grundrechnungsarten mit Buchstabengrössen (Elemente der Buchstaben- 
rechnung), der Verhältnisse und Proportionen mit einer Sammlang von 478 gelösten und 
analogen ungelösten Aufgaben und den Resultaten der letzteren. Bearbeitet nach System Kleyer von 
Hans Staudacher, Prof. an der kgl. Industrieschule zu Nürnberg. Erster Teil. Preis: M. 5. — . 

do. do. Zweiter Teil: Elemente der Zahlenlehre, Dezimal- und Kettenbrüche und 
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Aufg., nebst d Resultaten d. letzteren. Bearb. n. System Kleyer v. Prof. Hans Staudacher. Preis: M. 5. — . 

Lehrbuch der Potenzen und Wurzeln nebst einer Sammlung von 3296 gelösten und ungelösten 
analogen Beispielen. Von Ad. Kleyer. Preis : M. 6. — . 
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Von Ad. Kleyer. Preis: M. 4. — . 

Fünfstellige korrekte Logarithmentafeln nebst einer trigonometrischen Tafel und einer Anzahl von 
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ungelösten analogen Aufgaben. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 4. — . 
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gelösten analogen Aufgaben aus allen Zweigen des Berufslebens. Von Ad. Kleyer. Preis : M. 6. — . 
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Buchstäben- und Textaufgaben, grösstenteils in vollständig gelöster Form, erläutert durch 230 Erklä- 
rungen und 26 in den Text gedruokte Figuren. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 8. — . 
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905 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, grossenteils in vollständig gelöster Form, erläutert durch 
403 Erklärungen und Anmerkungen. Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System 
Kleyer von Otto Prange. Preis: M. 7.— 
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Sammlung von 1650 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, grossenteils in vollständig gelöster Form 
erläutert durch 872 Erklärungen und 53 Figuren. Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet 
nach System Kleyer von Dr. Aug. Blind. Preis : M. 10. — . 
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Lehrbuch der Gleichungen 3. und 4. Grades, nebst der trigonometrischen Auflösung der Glei- 
chungen 2. Grades. Sammlung von 253 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, grossenteils in vollständig 
gelöster Form. Mit 251 Erklärungen und 10 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System 
Kleyer von Prof. Conrad Metger. Preis : M. 6. — . 

Lehrbuch der unbestimmten Gleichungen des 1. Grades. (Diophantische Gleichungen.) 
Sammlung von 374 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben in vollständig gelöster Form und zahl- 
reichen Erklärungen und Erläuterungen. Nebst den Abhandlungen des Bachez de Meziriac, im 
französischen Originale mit beigefügter deutscher Uebersetzung. Bearbeitet zum Teil nach System Kleyer 
von W. Fr. Schüler. Erstes Buch. Preis: M. 4.50. 

Geschichte der Geometrie für Freunde der Mathematik gemeinverständlich dargestellt von Riehard 
Klimpert. Mit 100 in den Text gedruckten Figuren. Preis: M. 3.—. 

Lehrbuch der ebenen Elementar-Geometrie (Planimetrie). Erster Teil: Die gerade Linie, 
der Strahl, die Strecke, die Ebene und die Kreislinie im allgemeinen. Nebst einer Sammlung 

felöster Aufgaben. Mit 234 Erklärungen und 109 in den Text gedruckten Figuren. Von Ad. Kleyer. 
reis: M. 1.80. 
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Lehrbuch der ebenen Elementar-Geometne (Planimetrie). Zweiter Teil: Der Winkel 
und die parallelen Linien. Nebst einer Sammlung gelöster Aufgaben. Mit 201 Erklärungen und 
113 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. J. Sachs. Preis : M. 2. 20 

do. do. Dritter Teil: Die geometrischen Gebilde und Ihre Lagen-Veränderungen. 

Die einfachen Vielecke. Nebst einer Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben. Mit den Ergeb- 
nissen der ungelösten Aufgaben. Mit 737 Erklärungen und 343 in den Text gedruckten Figuren. Bear- 
beitet nach System Kleyer von Dr. J. Sachs. Preis: M. 6. — . 

do. do. Vierter Teil: Die Lehre vom Kreis. Die geometrischen Oerter und die 

merkwürdigen Punkte des Dreiecks. Nebst einer Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben, 
mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 529 Erklärungen und 230 in den Text gedruckten 
Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. J. Sachs. Preis: M. 6.—. 

do. do. Fünfter Teil: Die Flächen der geradlinigen Figuren. Nebst einer Sammlung 

gelöster und ungelöster Aufgaben. Mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 346 Erklärungen 
und 96 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. J. Sachs. Preis : M. 4.—. 

do. do. Sechster Teil: Proportionalität der Strecken. Nebst einer Sammlang gelöster 

und ungelöster Aufgaben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 378 Erklärungen und 90 in 
den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. J. Sachs Preis: M. 4. — . 

do. do. Siebenter Teil: Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. Nebst einer 

Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben. Mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 
394 Erklärungen und 76 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet von Prof. Dr. J. Sachs. Preis : M. 4. — . 

Lehrbuch der planlmetrlschen Konstruktionsaufgaben gelöst durch geometrische Analvsis. 
ErsterTeil: Aufgaben, gelöst ohne Anwendung der Proportionenlehre. Mit 1952 gelösten 
und ungelösten Aufgaben, 178 Anmerkungen. 207 Erklärungen und 214 in den Text gedruckten Figuren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von E. R. Möller. Preis: M.5. — . 

do. do. Zweiter Teil: Aufgaben gelöst mit Anwendung der Proportionenlehre. 

Mit 1327 gelösten und ungelösten Aufgaben, 126 Anmerkungen, 100 Erklärungen und 174 in den Text 
gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von E. R. Müller. Preis : M. 4. — . 

do. do. Dritter Teil: Verwandlungs- und Teilungsaufgaben t sowie Aufgaben 

über ein- und umbeschriebene Figuren. Mit 510 gelösten und ungelösten Aufgaben , 40 Anmer- 
kungen, 72 Erklärungen und 54 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von 
Prof. E. R. Müller Preis: M. 2. -. 

Das apollonische BerUhrungsproblem und verwandte Aufgaben. Sammlung von 163 ge- 
lösten und ungelösten Aufgaben und 200 Figuren. Zur Ergänzung des Schulunterrichts und zum Selbst- 
studium. Nach System Kleyer durchaus neu bearb. Zweite Aufl. Von Prof. Heinr. Cranz. Preis: M. 6.— . 

Lehrbuch des Projektionszeichnens (darstellende Geometrie). ErsterTeil: Die recht- 
winklige Projektion auf eine und mehrere Projektionsebenen. Nebst einer Sammlung 
gelöster Aufgaben. Mit 271 Erklärungen und 226 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach 
ystem Kleyer von J. Vonderlinn, Privatdocent an der techn. Hochschule in München. Preis: M. 3. 50. 

do. do. Zweiter Teil: Ueber die rechtwinklige Projektion ebenflächiger Körper. 

Mit 130 Erklärungen und 99 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von 
J. Vonderlinn. Preis: M. 3. 50. 

do. do. Dritter Teil. Erste Hälfte: Schiefe Parallelprojektion, Centralprqlektion 

einschliesslich der Elemente der projektiven Geometrie. Mit 196 Erklärungen und 109 in den 
Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von J. Vonderlinn. Preis: M. 3. 50. 

do. do. Dritter Teil. Zweite Hälfte: Centralcollineation ebener und räumlicher 

Systeme, Kegelschnitte, rechtwinklige und schiefwinklige Axonometrie. Mit 218 Erklärungen 
und 210 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von J. Vonderlinn. Preis: M. 5.—. 

do. do. Vierter Teil: Krumme Linien (ebene und räumliche Kurven). Krumme 

Oberflächen. Schatten- und Beleuchtungslehre. Bearbeitet nach System Kleyer von J. Vonderlinn 
Befindet sich unter der Presse. 



Lehrbuch der Analytischen Geometrie der Ebene. Erster Teil: Analytische Geometrie 
des Punktes und der Geraden, Mit einer Sammlung von 100 Aufgaben, 206 gelösten Uebungsauf- 
gaben und 92 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Heinr. Cranz. 
weis: M. 6.—. 

do. do. Zweiter Teil: Analytische Geometrie der einzelnen Linien zweiten Gra- 

des. Mit einer Sammlung von 116 Aufgaben, 286 gelösten Uebungsauf gaben und 200 in den Text ge- 
druckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. H. Cranz. Preis: M. 8. — . 

Lehrbuch der Goniometrie (Winkelmessungslehre) mit 307 Erkl. und 52 in den Text gedruckten 
Figuren nebst einer Sammlung v. 513 gelöst, u. ungelöst, analogen Aufgaben. Von Ad. Kleyer. Preis: M.7.— . 

Lehrbuch der ebenen Trigonometrie. Eine Sammlung von 1049 gelösten, oder mit Andeutungen ver- 
sehenen, trigonometrischen Aufgaben und 178 ungelösten, oder mit Andeutungen versehenen trigonometrischen 
Aufgaben aus der angewandten Mathematik. Mit 797 Erkl., 563 in den Text gedruckten Fig. u. 65 Anmerk. 
nebst einem ausführlich. Fonnelverzeichnis von über 500 Formeln. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 18.—. 

Lehrbuch der sphärischen Trigonometrie. Nebst einer Sammlung gelöster Aufgaben. Mit 236 Er- 
klärungen und 56 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis. Bearbeitet nach System 
Kleyer von Dr. W. Laska. Preis : M. 4. 50. 

Lehrbuch der Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Mit 52 ge- 
lösten und ungelösten analogen Aufgaben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. 29 Erkl. und 
17 in den Text gedruckten Figuren. Bearb. nach System Kleyer von Or. K. J. Bobek. Preis: M. 5.—. 



j* Verlag von Julias Maier in Stattgart. 

Lehrbuch der Vermessungskunde (Geodäsie). Mit einer Sammlung von 153 gelösten Aufgaben 
und angewandten Beispielen, zahlreichen Erklärungen und 481 in den Text gedruckten Figuren. Unter 
Berücksichtigung des Selbstunterrichts für Geometer-Eleven, Studierende des Bau-, Berg- und Ingenieur- 
Fachs, sowie zum praktischen Gebrauch für Feldmesser. Kulturtechniker , Katasterbeamte etc. Von 
Dr. W. Laska. Preis : M. 10. - 

Lehrbuch der räumlichen Elementar-Geometrie (Stereometrie). Erster Teil: Die Lage 
von geraden Linien und Ebenen im Raum. Nebst einer Sammlung gelöster und ungelöster Auf- 

faben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Kit 573 Erklärungen und 174 in den Text ge- 
ruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. H. Selpp. Preis : M. 6. — . 

Lehrbuch der Körperberechnungen. Erstes Buch. Mit vielen gelösten und ungelösten analogen 
Aufgaben nebst 184 in den Text gedruckten Figuren. Zweite Auflage. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 4.— 

do. do. Zweites Buch. Eine Sammlung von 772 vollständig gelösten und ungelösten ana- 

logen Aulgaben nebst 742 Erklärungen und 256 in den Text gedruckten Figuren. Von Ad. Kleyer. Preis : 

ja. v» "™ "• 

Lehrbuch der Determinanten und deren Anwendungen. Erster Teil. Hit einer Sammlung 

von 460 gelösten und ungelösten Aufgaben , mit den Ergebnissen der letzteren , nebst 226 Erklärungen. 
Bearbeitet nach Sytsem Kleyer von Dr. G. Woichold. Preis : M. 10. — . 

dp. do. Zw eiter Teil. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. G. Welchold. W* Befindet 

sich in Bearbeitung. "VC 

Lehrbuch des Rechnens mit Imaginären und komplexen Zahlen. Mit 221 Erklärungen und 

38 in den Text gedruckten Figuren. Mit einer Sammlung von 269 gelösten und ungelösten analogen 
Aufgaben nebst den Resultaten der ungelösten Aufgaben und einem Formelverzeichnis. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Richard Krüger. Preis: M. 5.— 

Lehrbuch der Differentialrechnung. Erster Teil: Die einfache und wiederholte Differen- 
tiation explizieter Funktionen von einer unabhängigen Variablen. Ohne Anwendung 
der Grenzen- und der Nullen-Theorie und ohne Vernachlässigung von Grössen. Nebst einer Sammlung 
gelöster Aufgaben. Zweite Auflage. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 5.—. 

do. do. Zweiter Teil: Die vollständige Differentiation entwickelter und nicht 

entwickelter Funktionen von einer und von mehreren reellen Veränderlichen. Reihen- 
entwicklungen, unbestimmte Formen, Maxime und Minima. Nebst 352 gelösten Aufgaben, 
78 Figuren und 230 Erklärungen. Bearbeitet nach dem System Kleyer von Prof. Dr. Haas. Preis: M. 8. — . 

do. do. Dritter Teil: Anwendung der Differentialrechnung auf die ebenen Kurven. 

Nebst 425 gelösten Aufgaben, 138 Erklärungen und 164 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Prof. Dr. Haas. Preis M. 7. — . 

do. do. Vierter Teil: Anwendung der Differ entialr echnung auf Raumkurve n und 

Flächen. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. Haas. Ä*V Befindet sich in Bearbeitung. "V(E 

Lehrbuch der Integralrechnung. Erster Teil. Mit einer Sammlung von 592 gelösten Aufgaben. 
Für das Selbststudium, zum Gebrauch an Lehranstalten, sowie zum Nachschlagen von Integrationsformeln 
und -Regeln. Bearbeitet nach eigenem System und im Anschluss an das Lehrbuch der Differentialrechnung 
von Adolph Kleyer. Preis : M. 10. — . 

Einführung In die Funktionenthecrie. Ergänzung zu den Lehrbüchern der Differential- und 
Integralrechnung. Hit 23 in den Text gedruckten Figuren. Von Dr. W. Laska. Preis: M. 1. 50. 

Lehrbuch der Kombinatorik. Ausführliche Darstellung der Lehre von den kombinatorischen 

Operationen (Permutieren, Kombinieren, Variieren). Mit 506 gelösten und analogen ungelösten 
Uebungsbeispielen nebst den Resultaten der letzteren nach System Kleyer für den Unterricht und zum 
Selbststudium bearbeitet von Prof. H. Staudacher. Preis: M6. — . 

Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung;. Mit 308 gelösten und ungelösten analogen Aufgaben, 
mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben, 68 Erklärungen und 27 in den Text gedruckten Figuren. 
Nach System Kleyer bearbeitet von Dr. K. J. Bobek. Preis : M. 6. — . 

Lehrbuch der sphärisch, und theoret. Astronomie und der mathematischen Geographie. 
Nebst einer Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben mit den Resultaten der ungelösten Aufgaben. 
Mit 328 Erklärungen, Formelverzeichnis, 148 in den Text gedruckten Figuren und 2 Tafeln. Bearbeitet 
nach System Kleyer von Dr. W. Laska. Preis: M. 6. — . 

Lehrbuch der allgemeinen Physik. (Die Grundbegriffe und Grundsätze der Physik.) Mit 
549 Erklärungen, 83 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst einer Samm- 
lung von 120 gelösten und ungelösten analogen Aufgaben, mit den Resultaten der ungelösten Aufgaben. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Richard Klimpert. Preis : M. 8. — . 

Lehrbuch der absoluten Masse und Dimensionen der physikalischen Grössen. Mit 

352 Fragen, 545 Erklärungen und einer Sammlung von 561 gelösten und ungelösten Aufgaben nebst den 
Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. H. Hovestadt. Preis : M. 6.—. 

Lehrbuch der Statik fester Körper (Geostatik). Mit 291 Erklärungen und 380 in den Text ge- 
druckten Figuren und einem ausführlichen Formelverzeichnis nebst einer Sammlung von 359 gelösten 
und ungelösten analogen Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Richard Klimpert. Preis: M. 9.— . 

Lehrbuch der Dynamik fester Körper (Geodynamik). Mit 690 Erklärungen, 380 in den Text ge- 
druckten Figuren und einem ausführlichen Formelverzeichnis nebst einer Sammlung von 500 gelösten 
und ungelösten analogen Aufgaben, mit den Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System 
Kleyer von R. Klimpert. Preis: M. 13.50. 

Lehrbuch über die Percussion oder den Stoss fester Körper. Bearbeitet nach System Kleyer 
von Richard Klimpert. Preis: M. 3.—. 

Lehrbuch der Elastlcität und Festigkeit. Mit 212 Erklärungen, 186 in den Text gedruckten Figuren 
und einem ausführlichen Formelverzeichnis, nebst einer Sammlung von 167 gelösten und ungelösten ana- 
logen Aufgaben, mit den Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von 
Richard Klimpert. Preis: M. 5.50. 



Verlag von Julias Maier in Stuttgart. 



Lehrbuch der Statik flüssiger Körper (Hydrostatik). Hit 425 Erklärungen, 300 in den Text ge- 
druckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst einer Sammlung von 206 gelösten und analogen 
ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Richard Klimpert. Preis: M. 8. — . 

Lehrbuch der Bewegung flüssiger Körper (Hydrodynamik). Erster Band: Die Bewegungs- 
erscheinungen flüssiger Körper, welche aus den Boden- und Seitenwänden von Gelassen, 
sowie durch Röhrerüeitung-en bei konstanter sowie veränderlicher Druckhöhe fliessen. 
Mit 434 Erklärungen, mehr als 300 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst 
einer Sammlung von 220 gelösten und ungelösten Aufgaben, und den Resultaten der letzteren. Bearb. 
nach System Kleyer von R. Klimpert. Preis: M. 8.—. 

do. do. Zweiter Band. Erste Hälfte: Die Bewegrunfirserscheinungen des Wassers 

in Kanälen und Flüssen , sowie der dabei ausgeübte Stoss und Widerstand. Hit 282 Er- 
klärungen, mehr als 150 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst einer 
Sammlung von 134 gelösten und analogen ungelösten Aufgaben, mit den Resultaten aer letzteren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von R. Klimpert. Preis : M. 5. — . 

do. do. Zweiter Band Zweite Hälfte: Von der Anwendung" der lebendigen Kraft 

des bewegten Wassers als Motor oder Beweger. Mit 203 Erklärungen, 88 in den Text gedruckten 
Figuren und einem Formelverzeichnis , nebst einer Sammlung von 30 gelösten und analogen ungelösten 
Aufgaben, mit den Resultaten der letzteren. Bearbeitet nach System Kleyer von R. Klimpert. Preis: M. 3. 50. 

Lehrbuch über das spezifische Gewicht fester, flüssiger und gasförmiger Körper. 

Hit 55 gelösten und analogen ungelösten Aufgaben, nebst den Resultaten der letzteren und 28 in den 
Text gedruckten Figuren. Preis : H. 2. — . 

Lehrbuch des Magnetismus und des Erdmagnetismus. Nebst einer Samml. von gelösten u. un- 
gelösten Aufgaben erläutert durch 189 in den Text gedr. Fig. u. 10 Karten. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 6.—. 

Lehrbuch der Reibungselektrlcität (Priktions-Elektricität, statischen oder ruhenden Elek- 
tricität). Erläutert durch 860 Erklärungen und 273 in den Text gedruckte Figuren, nebst einer Samm- 
lung gelöster und ungelöster Aufgaben. Von Ad. Kleyer. Preis : H. 7. — . 

Lehrbuch der Kontaktelektricität (Galvanlsmus). Nebst einer Sammlung von gelösten und unge- 
lösten Aufgaben. Hit 731 Erklärungen, 238 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. Oscar May. Preis : H. 8. — . 

Lehrbuch der Elektrodynamik. Erster Teil. Hit 105 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet 
nach System Kleyer von Dr. Oscar May. Preis : H. 3. — . 

Lehrbuch des Elektromagnetismus. Hit 302 Erklärungen , 152 in den Text gedruckten Figuren und 
einem ausfuhrlichen Formelverzeichnis, nebst einer Sammlung gelöster Aufgaben. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Dr. Oscar May und Adolf Krebs. Preis: H. 4.50. 

Lehrbuch der Induktionselektricitat und ihrer Anwendungen (Elemente der Elektrotechnik). 
Hit 432 Erklärungen und 213 in den Text gedruckten Figuren nebst einer Sammlung gelöster Aufgaben. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. Adolf Krebs. Preis: H. 6.—. 

Lehrbuch der angewandten Potentialtheorie. Hit 588 Erklärungen und 47 in den Text gedruckten 
Figuren nebst einer Sammlung von erläuternden Beispielen und Uebnngsaufgaben. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Dr. H. Hovestadt. Preis : H. 7. — . 

Lehrbuch der reinen und technischen Chemie. Anorganische Experimental-Chemie. Erster 
Band: Die Metalloide. Hit 2206 Erklärungen, 332 Experimenten und 366 in den Text gedruckten 
Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Wilh. Steffen. Preis : H. 16. — . 

do. do. Anorganische Experimental-Chemie. Zweiter Band : Die Metalle. Hit 573 Er- 

klärungen, 174 Experimenten und 33 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von 
W. Steffen. Preis: H. 16. — . 

Im gleichen Verlag sind ferner erschienen: 

Vierstellige logarithmische Tafeln der natürlichen und trigonometrischen Zahlen nebst den erforder- 
lichen Hilfstabellen. Für den Schulgebrauch und die allgemeine Praxis bearbeitet von E. R. Muller. 
Preis: gebunden 60 Pfg. 

Das Zeichnen der Stereometrie. Als Vorschule zur darstellenden Geometrie und zum Fachzeichnen 
für Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht. 28 Tafeln mit Text. Von Prof. A. Brude. Preis : H. 6. — . 

Stereoskopische Bilder aus der Stereometrie. Bezogen auf den Kubus und entnommen dem Werke 
desselben Verfassers „Das Zeichnen der Stereometrie". Von Prof. A. Brude. Preis : H. 3. — . 

Vorlegeblätter für den Unterricht im Linear- und Projektionszeichnen, zum Gebrauche 

an Realschulen , höheren Bürgerschulen , gewerblichen Fortbildungsschulen , Gewerbe- und Handwerker- 
schulen u. s. w. 12 Tafeln mit erläuterndem Text. Entworfen und gezeichnet von Jakob Vonderlinn, 
Ingenieur, Lehrer an der Egl. Oberreal- und Baugewerkschule, sowie an der Sonntags- und Abendschule 
für Handwerker zu Breslau. Preis: In Happe H. 5.50. 

Darstellende Geometrie für Bauhandwerker» Erster Teil: Geometrische Konstruktionen, 
Elemente der Projektionslehre, Konstruktion der Durchdringungen zwischen Ebenen und Körpern, 

rechtwinklige und schiefwinklige Axonometrie, einfache Dachausmittelungen, zum Gebrauche an 
Baugewerkschulen und ähnlichen Lehranstalten , sowie zum Selbstunterricht für Bauhandwerker. Hit 
258 Figuren. Bearbeitet von Jakob Vonderlinn. Preis: broschiert H. 3. — ., gebunden H. 3. 30. 
do* do« Zweiter Teil: Schattenlehre, Verteilung des Lichtes auf der Oberfläche 

eines Körpers. Schiftung bei Dächern, Windschiefe Dächer, Darstellung eines TreppenkrUmmlings, 
Steinschnitt, Centralperspektive. Anhang: Bildliche Darstellung der Beleuchtung auf Körpern. 
Zum Gebrauche an Baugewerkschulen und ähnlichen technischen Lehranstalten, sowie zum Selbst- 
unterricht für Bauhandwerker. Mit 217 Fig. Bearbeitet von J. Vonderlinn. Preis: M. 3. — . geb. H. 3. 30. 

Statik für Bauhandwerker. Ein Lehrbuch für den Unterricht an Baugewerkschulen, sowie zum Selbst- 
unterricht. Mit 141 Uebungsaufgaben und 324 Figuren, nebst einem Anhang von Tabellen. Bear- 
beitet von J. Vonderlinn, staatlich geprüfter Ingenieur. Preis : H. 3. — . geb. H. 3. 30. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut brochiert, am den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

-3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

ö). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Kegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das 'vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

in durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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